TILASTOLLISET MENETELMAT TAHTITIETEESSA
IDL-harjoitus 2: Esimerkkivastaukset, Heikki Salo 27.3.2008

1. Luo N luvun otos vdlille [0, 1] tasaisesti jakaantuneita satunnaismuuttujia X (merkitddn
X; ~ TAS (0, 1)) kiyttden IDL:n randomu-funktiota.

Kokeile esim. IDL> plot,randomu(seed, 10000) ,psym=3
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Tami antaa plotin jossa y-akselina on satun-
naisluvun arvo (x-akselilla on luodun satunnais-
luvun jarjestysnumero).
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- Plottaa histo_=f-proseduurin avulla lukujen jakauma, jakamalla vili [0,1] esim. 10, 100,
1000,... vdliin. Piirrd samaan kuvaan tasaisen jakauman teoreettinen tiheysfunktio. Kokeile eri
N:n arvoja.

Ohjelma idlharj2_tas01.pro lue eo. jakauman mukaisia satunnaislukuja ja plottaa luo-
tujen satunnaislukujen jakauman histogrammina. Ohessa esimerkkejd eri N:n ja jakovilien dx
arvoilla. Karkea arvio satunnaisuuden aiheuttamalle suhteelliselle vaihtelulle on +1/ v/Ny;,, jos-
sa Nj;, ilmoittaa kuinka montaa satunnaislukua histogrammin yksi pylvis keskimiirin vastaa.
(arvio seuraa siitd ettd lukumidrid on Poisson-jakaantunut, keskiarvo N;,, hajonta vNp;,; arvio
merkitty kuviin pystyviivalla).

N=1000, dx=0.01 -> 10/bin N=10000, dx=0.01 -> 100/bin
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N=100, dx=0.1 -> 10/bin N=10000, dx=0.1 -> 1000/bin
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Huom: histo_f normeeraa pylvéiidén yhteenlasketun pinta-alan yksikkopinta-alaan, eli se
approksimoi tiheysfunktiota (edellyttden ettd annetut rajat kattavat koko jakauman (voidaan
ohittaa /noscale-keywordilla = plottaa lukuméiérit kullakin jakovililld ilman normeerausta).



;vksinkertainen plottaus
program=’"idlharj2_tas’

ps=-1

psdirect,program,ps
plot,randomu(seed, 10000) ,psym=3
psdirect,program,ps,/stop
program="idlharj2_tas01’

ps=-1

psdirect,program,ps

;tasainen jakauma valilla 0-1

;valitaan eri N = satunnaislukujen lukumaara ja plotataan histogrammi.
;histo_f laskee eri osavaleille osuvien arvojen lukumaarat

;ja normeeraa ne niin etta histogrammin pinta-ala =1

;-> approksimoi tiheysfunktiota

;Jotta normeeraus oikein, jakauman on rajoituttava annettujen rajojen valiin
;histogram from x1 to x2 with step dx

;XX,yy return calculated values

;histo_f,x,x1,x2,dx,xx,yy,

nwin
Ip.multi=[0,2,2]
ly.range=[0,2]
ly.style=1
Ip.charsize=0.7

dx=0.01

x=randomu(seed,n)

title="N=1000, dx=0.01 -> 10/bin’

histo_f,x,-.2,1.2,dx,xx,yy

plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x",ytitle="pdf’,title=title,xs=1
;plotataan samaan kuvaan arvio yksittaisten pylvaiden vaihteluista:

; DELTA(NBIN) sqrt (NBIN) 1

xarg=[1,1]*1.1
yarg=xarg*0.+1

nbin=n*dx
dyarg=xarg*0.+sqrt(l./nbin)
oploterr,xarg,yarg,dyarg

;teoreeettinen tiheysjakauma
xteo=findgen(101)/100.
yteo=xteo*0.+1
oplot,xteo,yteo,lines=0
N=100001
dx=0.01
x=randomu(seed,n)
title="N=10000, dx=0.01 -> 100/bin’
histo_f,x,-.2, 1.2,dx,xx,yy
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x’,ytitle="pdf’,title=title,xs=1

nbin=n*dx
dyarg=xarg*0.+sqrt(l./nbin)



oploterr,xarg,yarg,dyarg

dx=0.1

x=randomu(seed,n)

title="N=100, dx=0.1 -> 10/bin’

histo_f,x,-.2, 1.2,dx,xx,yy
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x",ytitle="pdf’ ,title=title,xs=1

nbin=n*dx

dyarg=xarg*0.+sqrt(l./nbin)

oploterr,xarg,yarg,dyarg

N=100001

dx=0.1

x=randomu(seed,n)

title="N=10000, dx=0.1 -> 1000/bin’
histo_f,x,-.2,1.2,dx,xx,yy
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x’,ytitle="pdf’ ,title=title,xs=1

nbin=n*dx
dyarg=xarg*0.+sqrt(l./nbin)
oploterr,xarg,yarg,dyarg

Ip.multi=0
psdirect,program,ps, /stop
end

- Miten luot satunnaislukuja vdlilla [a, b], mika on luomasi otoksen keskiarvo ja keskihajonta?
Miten ndmd suhtautuvat tasaisen jakauman teoreettiseen keskiarvoon (u = b% ) ja keskihajon-
taan (o = % ). Vaikuttaako N otoksen keskihajontaan?

Vilille [a, b] tasaisesti jakautuneita lukuja saadaan muunnoksella
y=Mb-ax+a

jossa x on tasaisesti jakaantunut vilille [0, 1].

IDL> a=10

IDL> b=15

IDL> print,mean((b-a)*randomu(seed, 100)+a), (b+a)/2.
12.4469 12.5000

IDL> print,mean((b-a)*randomu(seed, 100000)+a), (b+a)/2.
12.5032 12.5000

IDL> print,stdev((b-a)*randomu(seed, 100)+a), (b-a)/sqrt(12.)
1.46380 1.44338

IDL> print,stdev((b-a)*randomu(seed, 100000)+a), (b-a)/sqrt(12.)
1.44160 1.44338

Otoskeskiarvo ja otoshajonta eivit sindnsé riipu N:std (niiden odotusarvo sama riippumatta
N:n arvosta), mutta satunnainen vaihtelu pienenee N:n kasvaessa.



- Totea kéiyttimdilld eri N:n arvoja, etti otoksen keskiarvo X lihestyy tasaisen jakauman teoreet-
tista keskiarvoa p otoksen N:n kasvaessa. Arvioi poikkeaman X —u keskihajontaa (=" keskiarvon
keskivirhe”) luomalla M kappaletta N:n luvun otoksia, ja laskemalla saaduista X;, j=1,..M
niiden otoshajonta o,. Miten o, suhtautuu teoreettiseen arvioon o/ VN, jossa o on tasaisen
Jjakauman keskihajonta.

(Otoskeskiarvojen ja otoshajontojen laskemiseen IDL:ssd on mean ja stdev funktiot. Suo-
situs on kdyttdd uudempaa moment-funktiota, joka palauttaa keskiarvon, varianssin, vinokkuu-
den ja huipukkuuden)

satunnaisluvut tasaisesta jakaumasta
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otoksien lukumaara M= 10000
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xbar-mu

program="idlharj2_tas_otos’
psdirect,program, ps

;Tutkitaan tasaisesta jakaumasta otettujen satunnaislukujen keskiarvon
;suppenemista kohti teoreettista arvoa otoskoon kasvaessa.
;Tasaisen jakauman teoreettinen keskiarvo=mu, hajonta=sigma

;Valitaan eri otoskokoja N_tab=[N1, N2,...],
;lasketaan otoskeskiarvo xbar
;Erotuksen xbar-\mu hajontaa kutsutaan keskiarvon keskivirheeksi

;Teoreettinen arvio = sigma/sqrt(N)

;Tutkitaan ’'kokeellisesti’: luodaan M kappaletta kutakin N luvun otosta
;ja taltioidaan xbar-mu kullekin M, ja lopuksi nain taltioitujen
;erotusten otoshajonta taulokkoon otossigma_tab

;valitaan mielivaltaiset jakauman ala- ja ylaraja
a=5. & b=10.
mu=0.5*(a+b) &sigma=(b-a)/sqrt(12.)

;otoskoot
N_tab=[1001, 3001, 10001,30001,100001,300001, 1000001]
;otoshajonnat tallennetaan taulukkoon
otossigma_tab=n_tab*0.
;kutakin otosta luodaan M kappaletta
M=20

for in=0,n_elements(n_tab)-1 do begin
N=n_tab(in)
xbar_tab=fltarr(m)
for im=0,m-1 do begin
x=randomu(seed,n)*(b-a)+a
xbar_tab(im)=mean(x)-mu
endfor



otossigma_tab(in)=stdev(xbar_tab)
endfor

nwin
plot,n_tab,otossigma_tab,/ylog,/xlog,$

title="satunnaisluvut tasaisesta jakaumasta’,$

xtitle="otoksen koko N’,ytitle=’otoskeskiarvon keskivirhe’,psym=6
oplot,n_tab,sigma/sqrt(n_tab),lines=2
stm="(M="+strtrim(string(m),2)+’)’
label_data,0.25,0.9,[ " keskivirhe:otos ’+stm,’ teoreettinen arvio’],$

psym=[6,0],1lines=[0, 2]

psdirect,program,ps,/stop

;havainnollistetaan viela keskiarvon keskivirheen merkitysta
;verrataan xbar-mu jakaumaa
;ja gaussista jakaumaa jonka hajonta sigma/sqrt(N)

program="idlharj2_tas_otos2’
psdirect,program,ps

M=10000 ; monta otosta, jotta niista saataisiin hyva jakauma
N=10 ;otoskoolla ei valia (totea)

xbar=fltarr(m)

for im=0,m-1 do begin
x=randomu(seed,n)*(b-a)+a
xbar (im)=mean (x)-mu

endfor

otossigma=stdev(xbar_tab)

x1=-3*sigma/sqrt(n)

x2= 3*sigma/sqrt(n)
dx=(x2-x1)/100.
histo_f£,xbar,x1,x2,dx,xx,yy

nwin
yr=[0,max(yy)*1.5]
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="xbar-mu’,ytitle="pdf’ ,yr=yr,title="otoksien lukumaara M=’+string(M)

;approksimoidaan gaussisella jakaumalla jonka
;keskiarvo mu_gauss=E(xbar-mu)=0
;hajonta sigma_gauss=sigma/sqrt(N)

sigma_gauss=sigma/sqrt(N)
oplot,xx,1./sqrt(2.*!pi*sigma_gauss*2)*exp(-0.5%(xx/sigma_gauss)*2),lines=2

stn="(N="+strtrim(string(n),2)+’)’
label_data,0.05,0.9,[’ otoksen keskivirheen jakauma ’+stn,
psym=[0,0],1lines=[0,2],size=.8

teoreettinen (suuri N)’],$

psdirect,program,ps,/stop
end



Luo N kappaleen otos normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia (X; ~ N(O, 1)) kdyt-
tden IDL:n randomn-funktiota.

IDL> plot,randomn(seed, 10000),psym=3

4

1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000

Tarkista otoksen keskiarvo ja hajonta. Kuinka luot normaalijakauman, jonka keskiarvo on u ja
keskihajonta o ?

Lukuja saadaan muunnoksella
y=0x+pu

jossa x on normeerattua normaalijakaumaa noudattava muuttuja.

IDL> sigma=3
IDL> mu=1
IDL> print,mean(sigma*randomn(seed, 10000)+mu)
0.946455
IDL> print,stdev(sigma*randomn(seed, 10000)+mu)
2.98254



-Plottaa saamasi jakauma eri N:n arvoilla, yhdessd teoreettisen Gaussisen tiheysfunktion
kanssa.
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-Plottaa otoksesi kumulatiivinen tiheysjakauma. (Vihje: sort-funktio antaa taulukon alkioi-
den suuruusjarjestyksen, eli x(sort(x) jdrjestdd x:n alkiot suuruusjdrjestykseen; Kokeile mita
saat kun kirjoitat “plot,x(sort(x)), lindgen(n)/(float(n)-1)”", jossa “n=n_elements(x)”
on otoksen alkioiden lukumdidird)

Vertaa Gaussisen jakauman teoreettiseen kumulatiiviseen tiheysfunktioon ®(x)
(Muista gauss_pdf-funktio.)
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;
;Gaussisesti jakautuneet satunnaisluvut
;keskiarvo mu, hajonta sigma

;vksinkertainen plottaus

;normeerattu normaalijakauma: mu=0, sigma=1
program="idlharj2_gauss’
ps=0
psdirect,program,ps
plot,randomn(seed, 10000) ,psym=3
psdirect,program,ps,/stop

;valitaan eri N = satunnaislukujen lukumaara ja plotataan
;histogrammi.+ verrataan teoreettiseen jakaumaan
program="idlharj2_gaussl’

ps=0

psdirect,program,ps

nwin

Ip.charsize=0.7

sigma=3.

mu=1.

N=100001
title="N="+string(N)
x=sigma*randomn(seed,n)+mu

;histogrammi valilla -5*sigma -> 5*sigma
x1=mu-5*sigma
x2=mu+5*sigma
dx=(x2-x1)/100.
histo_f,x,x1,x2,dx,xx,yy
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x",ytitle="pdf’,title=title,xs=1

;teoreeettinen tiheysjakauma

xteo=x1+(x2-x1)*findgen(1001)/1000.
yteo=1./sqrt(2.*!pi)/sigma*exp(-0.5*(xteo-mu)*2/sigma’r2)
oplot,xteo,yteo,lines=0

psdirect,program,ps,/stop

;kumulatiivinen tiheysfunktio

sigma=3.

mu=1.

N=100001
x=sigma*randomn(seed,n)+mu

program="idlharj2_gauss2’

ps=0

psdirect,program,ps

nwin
;  plotataan otoksen luvut suurrujarjestyksessa, vastaavaksi y:n
; arvoksi laitetaan 0/n,

plot,x(sort(x)), (lindgen(n)+1)/float(n),xtitle="x",$
ytitle ="kumulatiivinen tiheysfunktio: P(X_i < x)’,col=2



;teoreettinen, kayttaen IDL gauss_pdf-funktiota
xteo=findgen(101)/100.%10.-5.
yteo=gauss_pdf(xteo)

oplot,xteo*sigma+mu,yteo,col=3,psym=6
label_data,0.1,0.9,[’otokselle laskettu’,’teoreettinen’],col=[2,3],psym=[0,6],lines=[0,0]

psdirect,program,ps,/stop
end

3. Normaalijakaantuneita satunnaismuuttujia voidaan luoda tasaisen jakauman avulla seu-
raavasti: Valitaan

x1 ~ TAS(0, 1) ja
x> ~ TAS(0,1)

Jja muodostetaan luvut

Yy = v/—2log x; cos 21X, ja
Yo = +/—2log x; sin 21X,

Totea ettd menetelmd toimii (myos IDL:n randomn-funktio kaytdd tdtd Box-Muller menetel-
mdd).

Box-Muller menetelm/l”7 luotuja satunnaislukuja
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program="idlharj2_boxmuller’

ps=0

psdirect,program,ps,/color
;tasaisesti jakaantuneet

n=10000

x1=randomu(seed,n)

x2=randomu(seed,n)

;hama ovat normaalijakauman (mu=0, sigma=1)

;mukaisesti jakaantuneet
yl=sqrt(-2*alog(x1))*cos(2*!pi*x2)
y2=sqrt(-2*alog(x1))*sin(2*!pi*x2)

;¥1 histogrammi valilla -5*sigma -> 5*sigma
;¥2 vastaava (tarkistal!)
histo_f,y2,-5.,5.,.05,xx,yy
nwin
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x’,ytitle="pdf’,xs=1,$
title="Box-Muller menetelmAd11Ad luotuja satunnaislukuja’

;teoreeettinen tiheysjakauma
xteo=-5.+10*findgen(1001)/1000.
yteo=1./sqrt(2.*!pi)*exp(-0.5*xteor2)
oplot,xteo,yteo,lines=0,col=2,thick=3

psdirect,program,ps,/stop
end
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4. Normaalijakaantuneita lukuja voidaan tuottaa myos keskeiseen raja-arvolauseeseen poh-
Jjautuen. Otetaan N >> 1 tasaisesti jakaantunutta lukua X; ~ TAS (0, 1) ja muodostetaan niiden
summa. Keskeisen raja-arvolauseen perusteella summan jakauma lihenee normaalijakaumaa
N(u, o), jossa u = summan odotusarvo (nyt % ) ja 0% sen varianssin odotusarvo ( % )

Erityisesti,

y = (22 X;) - 6 ~ N, 1) (Miksi?)

Totea kdytannossd millaisia normaalijakauman approksimaatioita saat vaihtelemalla sum-
mattavien lukujen mddrid.
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Huom: eo arvolla N = 12 saatujen lukujen arvoalue on —6 < X < 6. Arvioi kuinka suu-
ri puute timi on (eli miten suurella todenndkoisyydelld oikea normaalijakauma N(0,1) antai-
si lukuja taman valin ulkopuolella) Karkean arvion voit tehda luomalla suuren méérin sa-
tunnaislukuja randomn-funktion avulla ja katsomalla moniko on tdmin vilin ulkopuolella.

IDL> n=10000001
IDL> x=randomn(seed,n)
IDL> ind=where(abs(x) ge 1, count) & print,count/float(n)
0.317306
IDL> ind=where(abs(x) ge 2, count) & print,count/float(n)
0.0456940
IDL> ind=where(abs(x) ge 3, count) & print,count/float(n)
0.00268100
IDL> ind=where(abs(x) ge 4, count) & print,count/float(n)
6.10000e-05
IDL> ind=where(abs(x) ge 5, count) & print,count/float(n)
0.00000
IDL> ind=where(abs(x) ge 6, count) & print,count/float(n)
0.00000

;
;summataan Nsum tasaisesti jaantunutta lukuja
;keskeinen rajarvolause -> summa normaalisesti jakaantunut kun Nsum suuri
program=’idlharj2_kral_tas’ & ps=0
psdirect,program,ps,/color

Nsumtab=[2,4,8,16]
Ip.multi=[0,2,2]
Notos=1000001

for i=0,n_elements(nsumtab)-1 do begin
nsum=nsumtab (i)
xsum=fltarr(notos)
for j=0,nsum-1 do begin
xsum=xsum+randomu (seed,notos)
endfor

;teoreeettinen tiheysjakauma
;kaytetaan sopivien plottirajojen arviointiin
mu=nsum/2.
sigma=sqrt(nsum/12.)
xala=mu-5*sigma & xyla=mu+5*sigma &dx=sigma*.05

histo_f,xsum,xala,xyla,dx,xx,yy
nwin
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x’,ytitle="pdf’,title="Nsum="+string(Nsum),xs=1
xteo=(findgen(1001)/1000.*10-5.) *sigma+mu
yteo=1./sqrt(2.*!pi*sigmar2)*exp(-0.5*(xteo-mu)A2/sigmar2)
oplot,xteo,yteo,lines=0,col=2,thick=3

endfor

psdirect,program,ps,/stop

Ip.multi=0

end
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5. Luodaan exponentiaalisesti jakaantuneita satunnaislukuja tasaisesti jakaantuneiden lu-
kujen R ~ TAS (0, 1) avulla.

flx) = %e‘x/c kun x >0 (x=c)

Asetetean R; = fOXi f(dx = ’Xl- = —clogR;

Totea ettd menetelmd toimii, vertaamalla sitd IDL:n randomu-funktion avulla luotuhin eks-
ponentiaalisestijakaantuneisiin lukuihin (kts ?randomu), sekd teoreettiseen tiheysfunktioon.

exponentiaalisesti jakaantuneet satunnaisluvut
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;luodaan eksponentiaalisesti jaantumeita satunnaislukuja
;tasaisen jakauman avulla

program="idlharj2_expo’

ps=0

psdirect,program,ps,/color

N=100000

c=2 ; exponentiaalijakauman keskiarvo

;luodaan jakauma

r=randomu(seed,N)
x=-c*alog(r)

14



;histogrammi
histo_f£,x,0.,6%c,0.1%c,xx,yy
nwin
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x",ytitle="pdf’,title="exponentiaalisesti jakaantuneet satunnaisluvut’,col=2

xyouts,0.25,0.9,/normal, ’verrattu teoreettiseen jakaumaan’
xteo=findgen(1001)/1000.*10%c

yteo=1./c*exp(-xteo/c)
oplot,xteo,yteo,lines=0,col=3,thick=3
psdirect,program,ps,/stop

;verrataan idl-randomu_function avulla saatuihin
program=’idlharj2_expol’
psdirect,program,ps,/color
N=100000
c=2
r=randomu(seed,N)
x=-c*alog(r)
histo_f,x,0.,6%c,0.1%c,xx,yy
nwin
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x’,ytitle="pdf’,col=2,title="exponentiaalisesti jakaantuneet satunnaisluvut’

;idl: funktiolla
y=randomu(seed, N, gamma=1) *c
histo_£f,y,0.,10%c,0.1%c,xx,yy
oplot,xx,yy,col=3
xyouts,®.25,0.9,/normal, ’verrattu IDL:n funktiolla generoituihin’
psdirect,program,ps,/stop
end
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6. Demonstroi keskeisen raja-arvolauseen pitevyys summaamalla eksponentiaalisesti ja-
kaantuneita satunnaislukuja. Luennoilla annetussa esimerkissd (Wall-Jenkins Kuva 2.6) ver-
rattiin 2, 4, ja 16 eksponenttijakaumasta otetun luvun keskiarvon jakaumia Gaussiseen jakau-
mafunktioon. Kéytd niitd samoja arvoja.

Nsum= 2 Nsum= 4
020 T 0.12[" ‘ ‘ ‘
0.10 ]
0.15¢ ]
0.08F ]
g 0.10¢ . T 0.06 ]
0.04+ ]
0.05¢ 1
0.02¢ ]
0.00 ‘ ‘ 0.00 L. ‘ ‘
-10 -5 0 5 10 15 -10 0 10 20
X X
Nsum= 8 Nsum= 16
0.08[" ‘ ‘ ‘ 0.06 ‘
0.05: :
0.06 - ]
0.04: E
T 004 ] S 003 :
0.02¢ E
0.02 ]
0.01¢ ]
0.00L ‘ ‘ ‘ ‘ 0.00¢t_ ‘ ‘
-10 0 10 20 30 40 0 20 40 60
X X
Ihome/heikki/STATI2008/EXERCISES/idIharj2_kral_expo heikki@canopus.fysik.yo.oulu.fi Thu Mar 27 09:46:50 2008

;summataan Nsum eksponentiaalisesti jaantunutta lukuja
;keskeinen rajarvolause -> summa normaalisesti jakaantunut kun Nsum suuri
program=’idlharj2_kral_expo’
ps=0
psdirect,program,ps,/color
lp.multi=[0,2,2]
nwin

Nsumtab=[2,4,8,16]
Notos=1000001
c=2.

for i=0,n_elements(nsumtab)-1 do begin

nsum=nsumtab (i)

xsum=fltarr(notos)

for j=0,nsum-1 do begin

;idl:n funktion avulla

x1=c*randomu(seed,notos,gamma=1)
xsum=xsum+x1

endfor
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;teoreeettinen tiheysjakauma
;kaytetaan sopivien plottirajojen arviointiin
;eksponenttijakauman mu=c, sigma=c

mu=nsum*c

sigma=sqrt (nsum)*c

xala=mu-5*sigma

xyla=mu+5*sigma

dx=sigma*.05

histo_f,xsum,xala,xyla,dx,xx,yy
plot,xx,yy,psym=10,xtitle="x",ytitle="pdf’,title="Nsum="+string(Nsum),xs=1

xteo=(findgen(1001)/1000.*10-5.)*sigma+mu
yteo=1./sqrt(2.*!pi*sigmar2)*exp(-0.5*(xteo-mu)A2/sigmar2)
oplot,xteo,yteo,lines=0,col=2,thick=3
endfor
psdirect,program,ps,/stop
Ip.multi=0
end
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7. Poisson jakauman luonti.

Poisson jakauma kuvaa prosessia, jossa aikayksikkod kohti tapahtuu keskimiddrin A tapah-
tumaa (raja-arvo binomijakaumasta, kun toistokokeen yksittdisessd yrityksessd on hyvin pieni
onnistumistodennakoisyys p, mutta yritysten miird N on suuri, A = pN). Télloin tapahtuneiden
tapausten lukumééra X noudattaa jakaumaa.

X

A
P =—e" x=0,1,2,..
X.

Poisson prosessissa tapahtumien vilinen odotusaika on eksponentiaalisesti jakaantunut. Kos-
ka tapahtumia on keskimédrin A/aikayksikko, niin odotusajan w keskiarvo on @ = 1/4 aikayk-
sikkod. Siten w:n jakauma on

1 _
f(LU) - _ e—w/w =2 e—/lw

IS

Posson jakaantuneita satunnaislukuja voidaan tuottaa summaamalla eo. eksponentiaalija-
kauman mukaisesti jakaantuneita odotusaikoja W;, kunnes niiden summa ylittaa aikayksikon.
Merkitidin summattujen odotusaikojen lukuméérdad X + 1 : [l Télloin tiedetéén, ettd aikayksikon
kuluessa tapahtui X tapausta. Néin luotujen X:n arvojen jakauma noudattaa Poisson-jakaumaa.

Tee ohjelma joka tuottaa Poisson jakautuneita satunnaislukuja kiyttden a) IDL randomu-
ohjelmaa ja b) edelld kuvattua menetelmii. Vertaa teoreettiseen jakaumaan. Valitse esim. A = 5.

Poisson with lambda= 5

— ‘
0.20— . —
L __ theoretical J

I Tﬁ\ __ idlrandomu |

7o ]

0.10—

p(x)
\
=

N

0.05—

0.00 | | I M— T

18



Poisson process with lambda= 5

‘ ‘ —— 77—
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TIME

;idlharj2_poisson_rnd
;HS 050308

program="idlharj2_poisson_rnd’
ps=0
psdirect,program,ps,/color

;poisson jakauma:
lambda=5
x=findgen(21)
px=exp(-lambda)*lambda*x/factorial (x)

nwin
plot,x,px,xtitle="x",ytitle="p(x)’,$
title="Poisson with lambda=’+string(lambda,’(i2)’),yr=[0,max(px)*1.2]

;random number using IDL
r=randomu(seed, 100000, poisson=1ambda)
histo_f,r,-0.5,21,1,xx,yy
oplot,xx,yy,psym=10,col=2

;directly

;Poisson process with lambda events/timeunit

;waiting time between successive events is exponentially distributed,
;with a mean waiting time 1/lambda

;add up X+1 exponentially distributed waiting times, until the sum
;exceed timeunit -> X is the number of events during timeunit

; X is Poisson distributed.

rr=fltarr(100000)
for i=01,n_elements(rr)-1 do begin
z=-1./lambda*alog(randomu(seed, 20))

zc=total(z,/cum) ;cumulative sum

ind=where(zc gt 1)

rr(i)= ind(0) ;number of event during the time interval
;note first zc > 1 -> ind(0)=0 (x+1=1, x=0)
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; second zc > 2 -> ind(®)=1 (x+1=2, x=1)
; etc zx > x+1 -> ind(®)=x

endfor

histo_f,rr,-0.5,21,1,xx,yy

oplot,xx,yy,psym=10,col=3

coll=1

if(!d.name eq 'PS’) then coll=0

label_data,®.5,0.9,[’theoretical’,’idl randomu’,’directly’],lines=[0,0,0],col=[coll,2,3]
psdirect,program,ps,/stop

;illustration

;show 11 trials, each event until TIME> UNIT TIME
;number of event poisson distributed
program="idlharj2_poisson_rndl’
psdirect,program,ps,/color

nwin
plot,lindgen(2),/nod,xr=[-.1,3],xs=1,yr=[-1,11],ys=1,xtitle="TIME’,$
ytitle="TRIAL #’,$
title="Poisson process with lambda=’+string(lambda,’(i2)’)

for i=01,10 do begin
z=-1./lambda*alog(randomu(seed, 100))
zc=total(z,/cum) ;cumulative sum
ind=where(zc 1t 1,count)
if(count gt 0) then ind=lindgen(count)
if(count gt ®) then oplot,zc(ind),zc(ind)*0+i,psym=6,col=2,syms=1
oplot,zc(count)*[1,1],[i,i],psym=1,col=3

add=""’
if(i eq 10) then add=’ EVENTS/UNIT TIME’

xyouts,zc(count)+.1,i,string(count,’(i2)’)+add

oplot, [0,zc(count)],[i,i],lines=1,col=3

if(count gt 0) then oplot,[0®,zc(count-1)],[i,i],lines=1
endfor
oplot,[1,1],[-1,11],1lines=2

;insert of waiting time distribution
x=findgen(500)/100.*1./lambda
fx=1lambda*exp (-x*1lambda)
plot,x,fx,pos=[0.65,0.5,0.9,0.8], /noerase,xtitle="waiting time’,ytitle="p’
oplot,[1.,1.]/lambda,[0,10],lines=2,col=2

psdirect,program,ps,/color, /stop
end
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