TILASTOLLISET MENETELMAT TAHTITIETEESSA
IDL-harjoitus 4, Heikki Salo 10.4.2008

1) Tutki Hubble(1936) havaitsemaa korrelaatiota galaksin punasiirtymén ja etddntymisnopeu-
den vililld

a) Lue 24 galaksin etdisyydet ja etddntymisnopeudet tiedostosta “4pointl.dat” (WIJ).

b) Testaa mahdollista korrelaatiota, kdyttden yhtd parametrista ja ainakin kahta ei-parametrista
menetelmai:

- Pearsonin otoskorrelaatiokertoimen testaaminen

- Spearmanin rank-korrelaatiokertoimen testaaminen

- Kendall’'n -7-

Distance speed
(Mpc) (km/sec)

.02 1763.
.02 2250.

0.04 111.1
0.03 -83.3
0.19 97.2
0.25 27.8
0.27 -69.4
0.26 -208.3
0.42 819.4
0.50 819.4
0.50 958.3
0.63 666.7
0.79 777.8
0.89 194.4
0.89 430.6
0.88 888.9
0.91 1222.2
1.01 1736.1
1.10 1472.2
1.11 1166.7
1.42 1263.9
1.70 2111.1
2.02 1111.1
2.01 1611.1
2 9
2 0



Esimerkkiratkaisu: kts. idlharj4_hubble.pro

a) Datan lukeminen
Sisaltaa kaksi seliterivid + 24 d,v paria seuraavilla riveilld

;use W] hubble-data in 4pointl.dat
;Hubble (1936): recession velocity vs galaxy distance

;varataan tilaa
d=fltarr(24)
v=fltarr(24)

;avataan tiedosto laitenumerolle 1
close,1 & openr,1,’4pointl.dat’

;luetaan seliterivit merkiijonoina
line="" & readf,1,line
line=’’ & readf,1,line

;ja dataa sisaltavat
for i=0,23 do begin
readf,1,dd,vv

d(i)=dd & v(i)=vv
endfor
close,1

plot,d,v,xtitle="etaisyys (MPC)’,ytitle=’etaantymisnopeus (km/sec)’,title="Hubble 1936’ ,psym=6
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Selvistikin v ja d:n vililld riippuvuus.
Korrelaatiokerroin:

IDL> print,correlate(d,v)
0.837084
x=d-mean(d)
y=v-mean(v)
r_check=total (x*y)/sqrt(total (x*2)*total(y*2))
IDL> print,r_check
0.837085



b) Korrelaation testaaminen Fisher r-testilla

-Oletetaan ettd x, y ovat riippumattomia ja ettd niiden perusjoukko on Gaussisesti jakaantunut
-Lasketaan Pearsonin otoskorrelaatiokerroin r otokselle, jonka muodostaa N lukuparia
-Muodostetaan testisuure t,joka noudattaa Student’n t-jakaumaa vapausasteella N-2
-Lasketaan mika on todennikdisyys ettd voidaan sattumalta saada havaitun kokoinen tai suu-
rempi testisuure, vaikka korrelaatiota ei todellisuudessa olekaan (p = 0)

N=n_elements(d)
df=N-2
r=correlate(d,v)*1.d0®
t=r*sqrt((N-2)/(1.-r*2))
;tarkistuksen vuoksi lasketaan r_s suoraan maaritelmasta
x=d-mean(d)
y=v-mean(v)
r_check=total (x*y)/sqrt(total (xA2)*total(y*2))

print, ————--m
print, 'Fisher r-testi otoskorrelaatiokertoimelle r_otos:’
print, ————-m o !
print,’ = ’,N,’ r_otos=’,r,’ tarkistus r=’,r_check
print,’ t=’,t

print,’l-puolinen testi’

print,’ HO: ei korrelaatiota’

print,’ HI1l: positiivinen korrelaatio’

print,’ prob(r>r_otos|HO®)=",1-t_pdf(t,df)
print,’2-puolinen testi’

print,’ HO®: ei korrelaatiota’

print,’ H1: positiivinen tai negatiivinen korrelaatio’

print,’ prob(|r|>|r_otos| |H®)=",2*(1-t_pdf(t,df))

pPrint,’ ———-— - ’
Tulostaa:

N= 24 r_otos= 0.83708447 tarkistus r= 0.837085
t= 7.1768658
1-puolinen testi
HO: ei korrelaatiota
Hl: positiivinen korrelaatio
prob(r>r_otos|H®)= 1.7043772e-07
2-puolinen testi
HO: ei korrelaatiota
Hl: positiivinen tai negatiivinen korrelaatio
prob(|r|>|r_otos| |H®)= 3.4087543e-07

1-puolinen tn(r>0.871)= 1.7e-7
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Rank-korrelaation testaaminen
Lasketaan x ja y jdrjestyslukujen (’rank’) korrelaatio lukujen itsenséd korrelaation sijaan
pumaton X ja Y jakaumista

H
;Test Spearman rank-correlation coefficient r_s
;non-parametric test

; HO: there is no correlation (rho=0)

; H1: there is positive correlation (rho>0)

; testisuure t noudattaa Student’in t-jakaumaa vapausasteella N-2
; t=r_s*sqrt((N-2)/(1.-r_s*2))

; jossa N on otoksen koko

; r_s on Spearman’n rank-korrelaatiokerroin

N=n_elements(d) & df=N-2

res=r_correlate(d,v)*1.d0 ; palauttaa r_s ja prob r_s 2-puolisessa testissa
r_s=res(0)

t=r_s*sqrt((N-2)/(1.-r_s*2))

;tarkistuksen vuoksi lasketaan r_s suoraan maaritelmasta
x=sort(d)+1
y=sort(v)+1
x=x-mean(x)
y=y-mean(y)
r_s_checkl=total (x*y)/sqrt(total (xA2)*total(y*2))
r_s_check2=1.-6*total ((x-y)*2)/(N*3-N)

Print, ————- oo

print, ’Spearman r_s rank-korrelaatiokertoimen testatus’

print,’—--—--—-- e ’

print,” N= ’',N,’ r_s=",r_s,’ tarkistus:’,r_s_checkl,r_s_check2

print,’ ero tule yhtasuurien arvojen kasittelysta’

print,’ t=',t

print,’1l-puolinen testi’

print,’ HO: ei korrelaatiota’

print,’ HI1: positiivinen korrelaatio’
print,’ prob(r>r_s | H®)=",1-t_pdf(t,df)
print,’2-puolinen testi’

print,” HO: ei korrelaatiota’

print,’ H1l: positiivinen tai negatiivinen korrelaatio’
print,’ prob(|r|>|r_s| [H®)=",2*(1-t_pdf(t,df))
print,’

print, ’HUOM: IDL:n r_correlate plauttaa 2-puolisen testin todennakoisyyden’
print, 'res=r_correlate(d,v) --> res=’,res
print,’ ——----mm e

Tulostaa:

N= 24 r_s= 0.87154412 tarkistus: 0.881739 0.881739
ero tule yhtasuurien arvojen kasittelysta
t= 8.3372667
1-puolinen testi
HO: ei korrelaatiota
H1l: positiivinen korrelaatio
prob(r>r_s | HO®)= 1.4770860e-08
2-puolinen testi
HO: ei korrelaatiota
Hl: positiivinen tai negatiivinen korrelaatio
prob(|r|>|r_s| [H®)= 2.9541720e-08

HUOM: IDL:n r_correlate plauttaa 2-puolisen testin todennakoisyyden
res=r_correlate(d,v) --> res= 0.87154412 2.9541710e-08

. Riip-



Rank-korrelaation testaaminen: Kendall

Toinen ei-parametrinen testi. Kdytdnndssi ei suurta eroa Spearman’n rank-korrelaatioon ndhden

print, 'Testaa Kendallin rank-korrelaatiokerrointa’
res=r_correlate(d,v, /kendal)
print, 'res=r_correlate(d,v, /kendal) --> res=’,res

res= 0.659358 6.37770e-06

Johtopditos: kaikki kolme testid viittaavat sithen ettd korrelaatio d ja v vililld on todellinen.

Huom. Korrelaatiokertoimen arvo riippuu siiti miten muuttujia transformoidaan:
;jarjestykselld ei valia:

IDL> print,correlate(v,d)
0.837084

IDL> print,correlate(d,v)
0.837084

;eikd lineaarisilla muunnoksilla

IDL> print,correlate(d,v*2)
0.837084

IDL> print,correlate(d-mean(d),v*2)
0.837084

;mutta ei-lineaarisilla muunnoksilla on

IDL> print,correlate(alog(d),v)
0.774086

IDL> print,correlate(alog(d),v’2)
0.650924

Rank-korrelaatiokertoimen arvo riippumaton muutujien transformoinnista, kunhan se
on monotoninen jolloin jérjestys siilyy
IDL> print,r_correlate(d,v)

0.871544 2.95417e-08

IDL> print,r_correlate(alog(d),v)
0.871544 2.95417e-08
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2. Testataan miten hyvin Fisher r-testi toimii korreloimattomalle datalle

-Luo M kappaletta N:n riippumattoman X, Y lukuparin otosta ( X ja Y Gaussisesta jakaumasta).
-Laske kullekin otokselle korrelaatiokerroin r ja taulukoi r:n jakauma

a) Valitse esim. N = 25 ja M = 50000. Arvioi saamasi r-arvojen avulla miké on todennédkdisyys
ettd » > 0.1. Vertaa teoreettiseen arvioon.

b) Vertaa havaittua otoskorrelaatioiden jakaumaa teoreettiseen tiheysjakaumaan jakaumaan f(r|p =
0

o Esimerkkivastaukset ohjelmassa idlharj4_test_fisher_rtest.pro
a) Todennikoisyyden r > 0.1 laskeminen:
Kokeellisesti: lasketaan niiden otosten suhteellinen osuus, joissa havaittu r > 0.1

N=25
M=500001
r_tab=fltarr(m) ;talletetaan otoskorrelaatiot tahan taulukkoon
for i=01,m-1 do begin
x=randomn (seed, N)
y=randomn(seed,N)
r_tab(i)=correlate(x,y)
endfor
Arvioidaan eo. kokeiden perusteella
ind=where(r_tab gt 0.1,count)
print, 'kokeilun perusteella r> 0.1 todennakoisyys=’,1.*count/M

Teoreettinen arvio:

Testisuure ¢ = - F‘IN_ZZ noudattaa Studentin t-jakaumaa vapausasteella df = N — 2. Lasketaan
—r
mikid on P(r > 0.1)
;teoreettinen
r=0.1
df=N-2
t=r*sqrt(N-2)/sqrt(l.-rA2)
print,’t-jakaumasta teoreettinen todennkoisyys: ’, 1.-t_pdf(t,df)
TULOS:

IDL> .run idlharj4_test_fisher_rtest.pro

Suureiden todellinen korrelaatio rho=0

pisteparien lkm N= 25 muodostetaan kaikkiaan M= 50000 otosta
kokeilun perusteella r> 0.1 todennakoisyys= 0.312340
t-jakaumasta teoreettinen todennkoisyys: 0.317181



b) Todenndkodisyysjakauman laskeminen. Tarkastellaan ensin testisuureen ¢ jakauma ja sitten
r:n jakaumaa

e Testisuure t kokeellisesti taulukoimalla:

; t=r*sqrt(N-2)/sqrt(l-rr2)
t_tab=r_tab*sqrt(N-2)/sqrt(l.-r_tab*2)
histo_f,t_tab,-5,5,.1,xt,yt
plot,xt,yt,psym=10,xtitle="t_otos’,ytitle="pdf(t_otos)’,$
title="otos testisuureiden t jakauma (rho=0), N=’+string(N)

Verrataan teoreettiseen jakaumaan:

;Teoreettinen jakauma = Studentin jakauma vapausasteella df=N-2
df=N-2.d0
x=findgen(10001)/1001.%2-5
pdf=gamma ((df+1.)/2.)*(1.+x*2/df)A(-(df+1.)/2.) /sqrt(!pi*df) /gamma(df/2.)
oplot,x,pdf,col=2

e Otoskorrelaatio r kokeellisesti taulukoimalla:

histo_f,r_tab,-1,1,.05,xt,yt
plot,xt,yt,psym=10,xtitle="r_otos’,ytitle="pdf(r_otos)’,$
title=’otoskorrelaatioiden r jakauma (rho=0), N='+string(N)

Verrataan teoreettiseen jakaumaan: lasketaan r:n jakauma luennoilla esitetyn jakaumien trans-
formaatiokaavan avulla: tietyn tapahtuman todennikoisyys riippumaton kiytetystd muuttujasta,
eli

d
F(dr = godt - F(r) = g(r)d—j

Nyt
rvN -2 R dt  VN-2
Vi 2 dr — (1-r3)ls
Lihdetédédn edelld lasketusta jakaumasta g(7) (=Student’n jakauma vapausasteella N-2)
= voidaan laskea haluttua r:n arvoa vastaava f(r)

r=findgen(1001)/1001.%2-1

t=r*sqrt(N-2)/sqrt(l.-rA2)

g=gamma ((df+1.)/2.)*(1.+t*2/df)A(-(df+1.)/2.) /sqrt(!pi*df) /gamma(df/2.)
dtdr=sqrt(N-2)/(1-rA2)+1.5

pdf=g*dtdr

oplot,r,pdf,col=2

Tulokset seuraavalla sivulla



e Dataparien lukuméird N=10
Histogrammi = kokeellinen jakauma
Kidyrid = teoreettinen

otos testisuureiden t jakauma (rho=0), N= 10
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e Dataparien lukumiird N=25
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Nihdiin ettd otoskorrelaatiokertoimen jakauma kapenee otoskoon pienetessi (hajonta verran-
nollinen 1/ VN

Huom: kiyetty M:n arvo miirdd ainoastaan sen kuinka tarkasti kokeellinen jakauma saadaan
madrarttya



Pienen N otoksista laskettujen korrelaatiokertoimien jakaumat on sangen hupaisia:

e N=3 = kaikkein todennékdisinti saada voimakas positiivinen tai negatiivine korrelaatio-
kerroin, vaikkei todellista korrelaatiota olekaan.

otos testisuureiden t jakauma (rho=0), N= 3
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e N=4 = kaikki otoskorrelaatikertoimen arvot yhti todennékdisid vaikkei todellista korre-
laatiota olekaan.

otos testisuureiden t jakauma (rho=0), N= 4
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e N=5 = r = 0:aa ldhelld olevat arvot alkavat tulla todennidkoisimmiksi

otos testisuureiden t jakauma (rho=0), N= 5
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3. Tutkitaan korreloituneiden suureiden otoskorrelaatiokerrointa

-Luo M kappaletta N:n X, Y lukuparin otosta jotka noudattavat kahden muutujan gaussista ja-
kaumaa, todellinen korrelaatiokerroin p

Kiytd X, Y parien luomiseen luennoilla annettua bivariate_gaussian_f£.pro ohjelmaa.
-Laske kullekin otokselle otos-korrelaatiokerroin r ja taulukoi r:n jakauma

Valitse esim. N = 25 ja M = 50000 jap = 0.5

a) Arvioi saamiesi r-arvojen avulla todennikoisyys, ettd r > 0.6. Vertaa teoreettiseen arvioon.
b) Vertaa havaittua otoskorrelaatioiden jakaumaa teoreettiseen tiheysjakaumaan f(rjp = 0.5)

¢) Entédpd jos X, Y noudattavatkin tasaista jakaumaa Gaussisen jakauman sijasta? Miten toden-
nikoisyysjakauma muuttuu, miki on todennidkoisyys ettd r > 0.6.

Korreloituneiden dataparien luonti:

IDL> bivariate_gaussian_f
bivariate_gaussian_f,x,y,N,rho,sx=sx,sy=sy,plot=plot,psym=psym
create N pairs x,y following a bivariate Gaussian pdf
with correlation coefficient rho, zero mean and unit variances
keywords:
sx=sigmax, sy=sigmay specify standard deviations (defs=1)
/plot -> plot y vs x
plot=[nx,ny,widx,widy] -> plot 2-d histogram of pdf,
together with theoretical pdf
EXAMPLE:
bivariate_gaussian_f,x,y,10000,0.5,/plot,sx=2
bivariate_gaussian_f,x,y,100000,0.5,plot=[100,100], sx=2
student=df -> use student t with df instead gaussian
uni -> unifrom instead of gaussian

Esimerkki:

bivariate_gaussian_f,x,y,10000,0.5,/plot
bivariate_gaussian_f,x,y,25,0.5,/plot,psym=6

BIVARIATE GAUSSIAN, tho=_0.5000 BIVARIATE GAUSSIAN, tho= 0.5000
N:' 10000 T T T T N:' 25 T T T

2} sigmax= 1.00 4 4) sigmax= 1.00
sigmay= 1.00 sigmay= 1.00
r= 051 = 051
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a) Kokeellinen jakauma kuten edellisessd esimerkissi

N=25
M=500001
rho=.5
nwin
r_tab=fltarr(m)
for i=01,m-1 do begin
bivariate_gaussian_f,x,y,N,rho
r_tab(i)=correlate(x,y)
endfor
;Esimerkki: mika on todennakoisyys etta otoskorrelaatio > 0.6
kun todellinen korrelaatio rho= 0.5
Arvioidaan eo. kokeiden perusteella
ind=where(r_tab gt 0.6,count)
print, ’Suureiden todellinen korrelaatio rho=’,rho
print, 'kokeilun perusteella r> 0.6 todennakoisyys=’,1.*count/M

Teoreettinen arvio: Voidaan laskea numeerisesti Fisher (1944) jakaumasta, joka on annettu luen-
noilla.

r=findgen(1001)/1000.%2.-1.
prob_r=(1.d®-rho*2)A(N/2.d0-0.5d0)*(1-r+2)A(N/2.d0-2.d0)/$
(1.d®-rho*r)A(N-1.5d®)*(1.d0+1.d0/(N-0.5d0)*(1.d0+r*rho)/8.d0)
;jnormeerataan
prob_r=prob_r/(mean(prob_r)*2.)

;muodostetaan teoreettinen arvio r>0.6
ind=where(r gt 0.6)
print, 'Fisher-jakauman perusteella r> 0.6 todennakoisyys=’,$
total (prob_r(ind))/total (prob_r)

Tulokset:

Suureiden todellinen korrelaatio rho= 0.500000

kokeilun perusteella r> 0.6 todennakoisyys= 0.263380
Fisher-jakauman perusteella r> 0.6 todennakoisyys= 0.26158947

11



e Verrataan todennikoisyysjakaumia:

histo_f,r_tab,-1,1,.05,xt,yt
plot,xt,yt,psym=10,xtitle="r_otos’,ytitle="pdf(r_otos)’,yr=[0,5],$%
title="otoskorrelaatioiden r jakauma rho=’+string(rho)+’ N="+string(N)

r=findgen(1001)/1000.%2.-1.
prob_r=(1.d®-rho*2)A(N/2.d0-0.5d0)*(1-rr2)A(N/2.d0-2.d0)/$
(1.d0-rho*r)A(N-1.5d0)*(1.d0+1.d0/(N-0.5d0)*(1.dO+r*rho)/8.d0)
yhormeerataan
prob_r=prob_r/(mean(prob_r)*2.)
oplot,r,prob_r,col=3

e Ylempi kuva: Gaussinen jakauma = havaittu ja teoreettinen hyvéssa sopusoinnussa

otoskorrelaatioiden r jakauma rho=  0.500000 N= 25
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e Alempi kuva (kohta c): X,Y otettu tasaisesta jakaumasta (ei pade enédd)

for i=01,m-1 do begin

bivariate_gaussian_f,x,y,N,rho,uni=1

r_tab(i)=correlate(x,y)
endfor
histo_f,r_tab,-1,1,.05,xt,yt
plot,xt,yt,psym=10,xtitle="r_otos’,ytitle="pdf(r_otos)’,yr=[0,5],$

title="X ja Y tasaisesta jakaumasta Gaussin-jakauman sijaan’

oplot,r,prob_r,col=3
ind=where(r_tab gt 0.6,count)
print,’--——---——
print, ’Tasainen jakauma Gaussisen jakauman sijaan:’
print, 'kokeilun perusteella r> 0.6 todennakoisyys=’,1.*count/M

kokeilun perusteella r> 0.6 todennakoisyys= 0.168420
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4. Tutkitaan poikkeavien pisteiden vaikutusta otoskorrelaatioon ja otos rank-korrelaatioon

a) Luo M kappaletta N:n X, Y lukuparin otosta jotka noudattavat kahden muutujan gaussista
jakaumaa, todellinen korrelaatiokerroin pO0

b) Lisdd joukkoon 10 prosenttia poikkeavia pisteitd (riippumaton gaussinen jakauma, kolmin-
kertainen hajonta)

c¢) Lisdi joukkoon 10 prosenttia poikkeavia pisteitd (korreloitunut gaussinen jakauma (p = 0,
kolminkertainen hajonta)

-Laske kullekin otokselle otoskorrelaatiokerroin r ja taulukoi r:n jakauma. tee sama Spearman
rank-korrelaatiokertoimelle r;

example # 1 example # 2 example # 3
6

AT

Gaussiset X,Y: ei poikkeavia pisteita

2.0¢ __ Spearmanrs ]
15 \ ____ teoreettine rho=0
£ } ]
. E ]
=] = —
Q 1'0: VAVJ L\ ]
o3 s X\ 3
0.0 e 3 3
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
r_otos
IomeIekKiSTATI2008/EXERCISESIEXERCISEATdiaris_outiers_ 1 heiki@localhostlocadomain Wed Apr 922:18:53 2008
example # 1 example # 2 example # 3
6
4 . .
2 2 2
o e 0 ! 0 v

Gaussiset X,Y + poikkeavia pisteita 10%

2.0f

___ Spearmanrs ]

1.5 ﬂ teoreettine rho=0

1.0F j 4
-0.5 0.0

pdf

0.5F

N

0.5 1.0 15

0.0t
-1.0

r_otos

_outliers_2 heikki@localhost localdomain Wed Apr 9 22:18:56 2008
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example # 1 example# 2 example# 3

4 4 4
2 2| 2|

2| . 2| 2|
-4 * -4 4|

Gaussiset X,Y + poikkeavia korreloituneita pisteita 10%

E —_ Spearman rs 1

E — — - Pearsonr ]

15F teoreettine rho=0

g 10f 3

05F E

£ 1 ]

0.0E - E|

-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15
r_otos
|_outliers_3 heikki@localhost.localdomain Wed Apr 9 22:18:58 2008
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