Tilastolliset menetelmiit tahtitieteessa.
Laskuharjoitus 1, Heikki Salo 28.02.2008

1. Esimerkki *kéytdnnon’ todenndkoisyysjakaumista:
a) oletetaan etta lampun kayttoikd noudattaa eksponenttijakaumaa,

_ | dexp(-12) z>0
fz) = { 0 muulloin

Merkitdan keskimaardistd kdyttoikad tunneissa Z
Mikd on todennikoisyys ettd lamppu kestdd yli Z tuntia? (vastaus 0.368)

e Tarkistetaan tiheysjakauman normeeraus:
f f@dz= [ - =—0-1=1
—oo 0

e Keskiarvo

z= fw z2f(z)dz foo zle~%dz  (sijoita x = Az)
—o0 0
1fm xe *dx
A Jo
fgf’=/gf—fg’f

Sovelletaan osittaisintegrointia:

f/=e—x = f=—3_x
g=x >9 =1

e T e Tl = Moo ool = Lo = 1
z-/l[/ xe fo e dx]_/l[O 0 0/e dx]_/l( ) 1))_A

0

o Kysytty todennékoisyys:

oo

P(z>a) = foo f(z)dz = / —e =@

a

Valitaana =z =1/1 = P(z>7) =e ! =0.368

1.0

L \ median=log(2)=
0.8- 0.693

I 1
0.6~ |

[ |

ala=0.368

f(2)




b) Miké on todennzkoisyys sille, ettd kahden lampun yhteenlaskettu kayttoikd on suurempi kuin 2z
tuntia? (vastaus 0.406)

Merkitddn kiyttoikid x ja y, ja koska x ja y riippumattomia =

2o .
fx,y) = f(x)f@y) = { 3 XA = 4y) fn;ulolo.ilr? v>0

e Mikion P(x +y > a) ?

Nyty+x=a = y=a-x

Px+y>a)=1-Px+y<a
————

=1

x+y<a

(a,0)

I = f Fx,p)dxdy = f [ f(x,y)dy] dx
x+y<a x=0 y:O

a—x a a-—x 1
= Azf [f e'““””dy] dx = /lzf eV / ——eV
x=0 y=0 x=0 =0 A

a
= -2 f e (e-*“'-x) - 1) dx = . = 1= (@l + 1)e™
x=0

dx

=
P(x +y > a) = (adl + e~

Kysytty P(x +y > 27) = P(x +y > 2/2) = 3¢72 = 0.406



2. Johda tasaisen jakauman keskiarvo ja keskihajonta:

bL a<x<bh
-a

f(x) =

0 muulloin

Keskiarvo:
(b—a)(b+a)
© 1 1 41 1 b*-a*> b+a
u:f:fxf(x)dx:—fxdx: /—x2= =
oo b-—aJ, b—-a K 2 b—-a 2 2
Varianssi:

o? f " (x — ©)*f(x)dx = f B (x* = 2x% + ¥ f(x)dx = f " x2f(x)dx — 2% f " xf(x)dx + & f " f(x)dx

oo 00

£ 1
= f x f(x)dx — &
Nyt
(b—a)(b*+ba+a?)
b b _ 2
N 1 f 5 s 1 1, 1 »-d b+a) b>+a*+ba b*+2ab + da*
o = x‘dx —x° = /—x -x = - = -
b-alJ, b-a,3 b-—a 3 2 3 4

b*+a*—2ab _ (b-a)
12 T 12

Riippumatta sijainnista: | tasainen jakauma yli intervallin L: keskihajonta o = ‘/%

Sama keskihajonta

’ 3460 N

xlo



3. Osoita, ettd binomijakauman p(V; N, p) keskiarvo u = pN ja varianssi o

p(1 - p)N

Binomijakauma:

N!

— Y Va-pV v=o1,..N
Miv—v 24P

p(V; N, p)

o Keskiarvo:

Y N
- - \4 N-V
u= Vp(v)_E V(V)p(l_p)
V=0 V=0

Nyt (voimassakun1 <V < N)

v (N) _ VN! _ NWN-D! _ (N - 1)
VI T VIN-V)! T (V=-DAN-V)! V-1
=
N
— N-1) N-V
p= NZ(V_I)p (1-p)
v=1
Sijoitetaan:

v=V-1ljan=N-1
jolloin p¥ = pp*jaN-V=n-v =

n n ~
H= NpZ(v)p”(l -p)" " =Np
v=0

1

Binomijakauman keskiarvo

[Normeeraus: Binomikehitelmi kaikille g, p:

n n n n n—-1 n n—i i n n
(g+p" = 0q+ 1q p+.|. 147+ .+ p
l n

Sovelletaan tapaukseen g = 1 — p ]



® varianssi:

o2 = inp(V)—,uz = sz

Nyt

S
—
< Z
N —

1

<

Z
—
<z
|
-
~—

|

Sijoitetaan =

S
I

V=2

N
V=0

- I)N(

(N - l)N(

N-1 +
V-1

N-2
V-2

2 (N—l)NzN: N -2 Va - pVV +N
v_a]P p

N

2

V=1

|

voimassa V>2

N-1
V-1

ol

N
(V) p’'a-p"Y - (Np)?

vyl

v

V-1
D
voimassaV>1

)pv(l -pVV - (Np?

Binomijakauman keskihajonta

1

(N — DNp* + Np — (Np)* = Np(1 - p)

o= YNp(1-p)

p1



4. Osoita, ettii Poisson-jakauman p(x, 1) keskiarvo g = A ja varianssi o =

X

A
plx, ) = o et x=0,1,2,..

A

® keskiarvo:

/l/l"‘

o /lxe_ i’ 0 » oo /ly
u= Z X Z = /IZ — =21
gy x! g (x - 1)' = y!

[ — N )
sij y=x-1 el

= Poisson jakauman keskiarvo

® varianssi.

2

-2 @ —_—
ol=x2-Xx =x(x-1D+x-3*

Nyt
N y 22 12,0 _ 32
-1 = -1 = =e A" =24
x(x ) xgox(x ) E (x 2)'
P =xx-D+x-F=2+1-12=2

= Poisson jakauman keskihajonta m



5. Gaussinen jakauma.Osoita, ettii keskiarvo=g ja varianssi = 2. Johda kaava puo-
liarvoleveyden FWHM ja keskihajonnan o vililla.

1 1
p(x) = ———exp I——z(x - u)zl
o2 20

e (Osoitetaan ettd normeerattu oikein:

oo A | 1 | 1
p(x)dx = f exp |- —(x — u)Z] dx = f exp [——yz] dy = Liorm
j:oo -0 ‘\/271-0-2 20-2 —0o0 ‘\/271- 2

sij y=(x—p)/o

Lasketaan I, seuraavalla 'tempulla’: pintaintegraali
1 (= <1 1 © 1 1 0 1
— f f e‘f("zwz)dxdy = — e dy s —— f e‘iyzdy = Luprm>
271' x=—c0 Jy—co ‘/2_71' X=—00 m y=—c0

Toisaalta sama pintaintegraali voidaan kirjoittaa napakoordinaateissa

1 (7 i 1 TR |
= — ledrd¢=—-27r/—e2 =—- 2r=1
21 Jg=0 Jr=0 2r , 2

> 1 1
Liorm = f —— €xXp [__yZ] dy =1
v

e Keskiarvo

X = xp(x)dx f X exp [——(x - )2] dx
\f—\oo —00 ’\’271-0-2 20'2 K

sij x=oy+u

© 1 1 © 1
o | —yexp [——yz]dy+ u f exp [——yz]dy
- V21 2 - V27 2

=0 pariton funktio =1

Elix=p



e Varianssi:

ol yZ

var = foo (x — ©)* p(x)dx = 0'2; f‘” y* exp [_lyz] dy
oo or 2

2 Vo

fgf’=/gf—fg'f

Sovelletaan osittaisintegrointia:

Nyt
f=-yexp(-1y>) = f=exp(-1p?
g=-y =9 =-1
Joten
L}o y® exp [—%yz] =_°/o —y exp [—%yz + Lo exp [—%yz] =
D S— VI Lo

= haluttu tulos var = o

Puoliarvoleveys FWHM lasketaan kaavasta (symmetrinen funktio)

1 1
P+ EFWHM) = EP(H)

Eli Gaussin funktiolle

L(LFWHMY
_—— — - - 0
exp p > exp(0)
L (LFWHMY
—|———| =log2
2 o
FWH
FWHM _ 2log 2 = 2.35482
o

Gaussin jakaumalle | FWHM = 2.350"

Gaussisen jakauman FWHM

1.0




6. Gaussinen jakauma saadaa Binomijakauman raja-arvona kun N — co. Perustele timé keskeisen
raja-arvolauseen avulla.

- Binomijakauman satunnaismuuttuja V koostuu N:n riippumattoman satunnaismuuttujan X; sum-
masta. Kukin ndistd riippumattomista satunnaismuuttujista X; saa arvon 1 onnistuneessa kokeessa
(tn p) ja 0 epdonnistuneessa (tn= (1 — p)). Merkitddn

N
V=XS=ZX,~
i

jossa kukin X; noudattaa tiheysfunktiota
fx=0=1-p

fx=1D)=p
Keskeisen raja-arvolauseen nojalla samasta jakaumasta otettujen satunnaismuuttujien (nyt X;) sum-
man X tiheysfunktio lihestyy Gaussista jakaumaa yhteenlaskettavien lukumaérin kasvaessa. Saa-
dun Gaussisen jakauman keskiarvo g = N, ja varianssi 02 = No,2, jossa p, ja o2 ovat X;
jakauman keskiarvo ja varianssi.

Lasketaan

1
pe= D jf(D=0-0=-p+1-p=p

Jj=0
1
ot= ) P -mt=0-(A=-p)+1%-p—p* = p(1-p)
Jj=0

Siten binomijakauman muuttujan V tiheysfunktio ldhestyy Gaussista jakaumaa jonka g = Np ja
varianssi Np(1 — p)

[Luennoissa Keskeinen raja-arvolause lausuttiin satunnaismuuttujien summan sijasta niiden kes-
kiarvolle X; = X,/N. Tilldin Xj lihenee Gaussista jakaumaa jonka keskiarvo g = p ja varianssi
p(1 = p)/N (helppo todeta varianssin yleisten ominaiuukisen perusteella: var(Xy) = var(X;/N) =
1/N?var(Xy)]

e Sovelletaan: Laske tuloksen perusteella approksimaatio binomitodennikéisyydelle
V = 1500, N = 3000, p = 0.5
Nytu = pN = 1500, 0 = Np(1 — p) = 27.3861

p(V; N, p)

Q

V+0.5 Dby
f fGaussian(ﬂ; o)dx = f - fGaussian(O; 1 dy
X .5 i

V-0.5
=V-0. =

V+05- V-05-
o))
o o

®©(0.0182574) — ®(-0.0182574) = 0.507283 — 0.492717

0.0145665



7. Lorentz-jakauma voidaan miiritelld lausekeella
A
fx)= ——
(x — x9)* + B2

Johda vakioiden A, B, x¢ lausekkeet keskiarvon ja puoliarvoleveyden avulla. Osoita etta varianssi
divergoi - mitd tdmi merkitsee kidytdnnossi?

o Normeeraus

oo oo A ®A 1 A A A
Lo fx)dx = I e f = dy = 2 [ arctany = F /2= (/D1 =n

o (X — x9)? + B2 -0 By? +1
[ —

—00

sijoitus y=(x—x¢)/B

Eli oltava 7!'% =1 = A=B/n

e Keskiarvo:

= e Ax 0 A(x — x9) b Axy

¥ = S S T Ly P [ —
—eo (x = xo)* + B ~eo (X = x0)? + B? oo (X = x0)? + B?

n A Axo

/ 3 log((x = x)* + BY) + 1—= = xo

—00

Varianssi ,
°° Ax
= [
—oo (x — x¢)? + B2
Selvistikin divergoi, koska integroitava funktio ldhestyy raja-arvona samaa vakiota kun x — +oo

e Puoliarvoleveys FWHM:

flx =x+ %FWHM) = %f(x = X¢)

A 1 A

(FWHM/2)> + B> 2 0+ B
(FWHM/2)* + B* = "2

0.50

LI L N SN B BN I S E S N SN N B R R R
- r " 1
FWHM/2 =B . ol J i
Sijoitetaan vakioiden A ja B lausekkeet -

= luennoilla annettu lauseke i | )

3 0 Gaussian
§ 0.20 1
Fx) 1 FWHM/2 3 | |

xX) = — £
T (x _ xO)z + (FWHM/2)2 = 010 “—— Lorentzian —~
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FIGURE 2.6
Comparison of normalized Lorentzian and Gaussian distributions, with I’ = 2.3540.



