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1. harjoitus, 24. 1. 2007

1. Tésséd ja seuraavassa tehtévissd tarkastelemme histogrammin kayttod ti-
heysfunktion estimoinnissa.

Reaaliakselilla on méériteltynéd tasavélinen (hila-)pisteisto tx, k € Z, jos-
sa tr < tx41,Vk ja jossa perdttiisten pisteiden etdisyys toisistaan on vakio h,
tg+1 —tr = h,Vk. Ndin médritelldén reaaliakselin ositus véleihin By = [tg, tr11].
Liséksi on havaittu satunnaisotos X1, ..., X, jakaumasta, jonka tiheysfunktio
on f. Mééarittelemme, ettd satunnaismuuttuja Ny saa arvokseen niiden otospis-
teiden X; lukuméérin, jotka sattuvat vélille By,

Ny, :Z1Bk_(xi), kel.
=1

(Tassé 1, (X;) saa arvon yksi, jos X; € By, ja muussa tapauksessa arvon nolla.)
Tiheysfunktion histogrammiestimaattori pisteessd z € R mééritellidn nyt
kaavalla N
flz) = n—f]z’ kun = € By.
(Téastd erotuksena tavanomaisessa frekvenssihistogrammissa piirretéidn yksin-
kertaisesti arvo Ny, kullekin reaaliakselin viilille By.)

(a) Niyti, ettéi fn integraali reaaliakselin yli on yksi.

(b) Niyté, ettd kun « € By, niin

]Ef(a:):%, missid  pg = ; fw) du.
k

2. Jatkamme tiheysfunktion histogrammiestimaattorin f(x) tarkastelua edelli-
sen tehtdvin oletuksin ja merkinnoin. Méarittelemme

Bias[f(x)] = Ef(z) — f(x)
Varlf(2)] = E[f(2) ~Ef@)*  (=E{[f(@) - E(@)})
MSE[f(z)] = E[f(x) - f(2)]*.
(a) Laske Var[f(z)], kun & € By. (Vihje: N on binomijakautunut.)
(b) Néyté, ettd kun = € By, niin
MSE[f(@)] = (2 — pa)) 4 202,
(Vihje: osoita ensin, ettd MSE[f(x)] = (Bias[f(2)])? + Var[f(x)].)



3. Olkoon satunnaismuuttujilla X ja Y jatkuva (yhteis-)jakauma, jonka tiheys-
funktio on f(x,y). Télloin X:n (reuna-)tiheysfunktio on

e}
fx@)= [ fewy
ja Y:n ehdollinen tiheys ehdolla X = z on

fyix(y | z) = fz,y)/fx(x).

(Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd fx(z) > 0 kaikilla x.) Téssé tapauk-
sessa Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z eli (Y:n) regressiofunktio (X
suhteen) saadaan kaavasta

m(x) = /°° ny\X(y | ©) dy.

Olkoon g : R — R mielivaltainen funktio. Osoita, etté
E[Y — g(X)? = E[Y — m(X)]* + E[m(X) — g(X)]*.

(Vihje: Kirjoita ¥ — g(X) =Y — m(X) + m(X) — g(X), ja huomaa, etté ris-
titermin odotusarvo, 2E[(Y — m(X))(m(X) — ¢g(X))], hividd regressiofunktion
médritelmén perusteella.)

4. Johda periodogrammille lauseke
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5. Tarkastelemme hahmontunnistusta kahden luokan tapauksessa, kun

2

1 2 .
fi(z) = ——e ", fa(z) = e 2 reR.

Var Vo

Oletamme luokille yhté suuret prioritodennékoisyydet. Médrittelemme luokit-
timen g : R — {1, 2} kaavalla

2,  muuten.

gm:{Lj%ﬁw>ﬁ@%

Méisrds padtosalueet g=1(1) ja g~ 1(2) seki laske luokitteluvirhe P(g(X) # J).



