Oulun yliopisto
Matemaattisten tieteiden laitos
Funktioiden estimointi

3. harjoitus, 7. 2. 2007

1. Palaamme tarkastelemaan parametrin 6 estimointia, kun f(z; 6) on vélin [0, 0] tasaisen jakauman
tiheysfunktio, ja 8 > 0. Edellisissé harjoituksissa johdettiin suurimman uskottavuuden estimaattori
seké sen tiheysfunktio. Talld kertaa sinun pitéé laskea
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(Oletetaan, ettd n > 2. Vastaukseksi pitéisi saada %ﬁ)
2. Téassé tehtavissa tarkastelemme parametrisen estimoinnin kéyttoa tilanteessa, jossa malli on
vAarin spesifioitu.

Sovitamme havaintoihin parametrista mallia

1 1 2
x;0) = e~ 2(@=0) reR, AR
f(@;0) N ; :
(normaalijakauma N (6,1)) jolloin suurimman uskottavuuden estimaattori on 6, = Ly X
Tosiasiassa X1, ..., X, on kuitenkin satunnaisotos jakaumasta N(0,02), jossa 0 # 1. Kédytimme

tuttuun tapaan tiheysfunktioestimaattoria f, = f (;0,).
Onko estimaattori missééin pisteessd = tarkentuva, eli pateekd missdan

lim f(x;0,) = f(z),

kun f on jakauman N(0,0?) tiheysfunktio? (Vihje: suurten lukujen laki.)

3. Luennoilla tarkastellaan lineaarista regressiomallia
Y, = apgx; + by + &5, i=1,...,n,

jossa x;:t ovat kiinteitd lukuja, Z?Zl x; = 0, ag ja by ovat tuntemattomia vakioita ja satunnaismuut-
tujat &; ovat riippumattomia ja niilli on kullakin jakauma N(0,02). Nailld oletuksilla luennoilla
johdetaan parametrien ag ja by suurimman uskottavuuden estimaattorit

Tehtédvinid on todistaa, ettd Covg, (dn,by) = 0.

4. Olkoon f(x;p,0?) jakauman N (u,o0?) tiheysfunktion arvo pisteessi

(a) Johda (ainakin seuraavissa harjoituksissa hyodyllinen) kaava
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f(@yp1,07) f(z;p2,035) = f(0; 1 — pa, 01 + 03) f(= o2 + 02 o%—i—ag)

(b) Laske (kaavaan nojautuen) integraali

/_f(x;ul,df)f(x;ug,ag)dx.



5. Tarkastelemme vilid D = [0, 1], sek# tiheysfunktiota f € L2(D), jota estimoidaan sarjakehitel-
mén avulla, kun L?(D):ssé kiytetisin ortonormaalia kantaa

1, kun k=1
or(z) = { V2cos(2nlx), kun k =20jal=1,2,...
V2sin(27lz), kunk=20+1jal=1,2,....

Talloin f voidaan esittdéd sarjana Zzozl axo¥r, jossa kertoimien aypy harhattomat, i.i.d. otokseen
X1,..., X, ~ f perustuvat estimaattorit ovat

R I
Ak = ;m(Xi)

Erds mieleentuleva ehdotus f:n estimaattoriksi on

k=1

Tamén tehtdvan tarkoituksena on perustella, miksi kyseinen ehdotus ei ole mielekés.

Jotta olisi MISE[f,,] < oo, eli Eg, fol(zk arner(z) — f(2))? dr < oo, niin tallsin taytyisi viltti-
métta olla Eq, fol(zk arner(x))? dr < co. Erityisesti téssd integraali olisi dérellinen melkein var-
masti, jonka ansiosta se voitaisiin kirjoittaa (kannan (yy) ortonormaalisuutta hyviksi kiyttden)

melkein varmasti muotoon .
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Koska vield Eg, 3, 43, = 3., Eo,d3,,, niin piidyimme ehdosta MISE[f,] < oo ehtoon

Z Eeo&in < 00.
k

Téamé on ekvivalenttia sen kanssa, etté

Z Va‘r90 (&kn) < 00,
k

silld Egyagn = aro ja Y., a2, < oo (koska f € L%(D)).
Oletamme nyt, ettd f toteuttaa ehdon

flx) > ¢, Va € [xg — d, z¢ + J],

missd € > 0 ja 0 < xg < 1. Tehtédvénési on osoittaa, ettéd talloin
o0
ZVargo (Gn) = 0.
k=1

Télloin tulee siis osoitettua, etté ehdotettu fn ei voi toteuttaa ehtoa MISE] fn] < 00.



