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10. harjoitus, viikko 14, 2011

1. Muodostamme d-ulotteisen satunnaisvektorin X tiheysfunktion f ydinesti-
maattorin f,,(-; H) siten, ettd otos on X1,..., X, ydin on K ja H = h%A, jossa
h > 0 ja A on positiivisesti definiitti d X d matriisi.

Osoita, ettd seuraavalla tavalla saadaan sama estimaatti.

(i) Masritelldsin satunnaisvektori Y = A~1/2X ja sen jakaumasta otos Y; =
A_1/2Xz'.

(ii) Ilmaistaan X:n tiheysfunktio f satunnaisvektorin Y tiheysfunktion fy
avulla.

(iii) Sijoitetaan tulokseen funktion fy tilalle sen ydinestimaattori fy, joka pe-
rustuu otokseen Yi,...,Y,, ja silotusparametrimatriisiin h%1,.

2. Osoita seuraavat tiheysfunktion k-ldhinaapuriestimaattorin fn(, k) ominai-
suudet.

(a) Kun k = 1, niin estimaatilla f,,(-; k) on napa jokaisessa otospisteessi (ts.
| fn(z; k)| = oo, kun z — X;).

(b) Jos k > 1, niin f,(-; k) on jatkuva, mutta derivaatta f,’l(, k) ei ole jatkuva.
(Oletetaan, ettéd otospisteet X, ..., X, ovat kaikki erisuuria; niin tapah-
tuu todennikdisyydelld yksi, jos kyseessd on i.i.d. otos jostakin tiheydests

f)
(c) Integraali [ fn(a; k)dz on Asreton kaikilla k.

3. Olkoon satunnaismuuttujaparilla (X,Y) (ts. vektorilla [X Y]T) kaksiulot-
teinen normaalijakauma N (u, X).

(a) Perustele, miksi kovarianssimatriisi voidaan aina kirjoittaa muotoon
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jossa —1 < p < 1.
(b) Tarkista, ettd Y voidaan kirjoittaa homoskedastisen mallin muotoon
Y =m(X) + oe,

jossa € ja X ovat riippumattomia, E(¢) = 0 ja Var(e) = 1, ja jossa

Oy
m(z) = py + p—(z — px),
ox



kun kirjoitetaan ux = EX ja uy = EY . Mairas o suureiden p, ox ja oy
avulla. (Oletamme, ettd ¥ on positiivisesti definiitti.)

4. Osoitas. 123 laskuharjoitukseksi jitetty tosiasia: kun X ja Y:n yhteisjakau-
man tiheysfunktio estimoidaan ydinestimaattorilla f,(z,y; h%I>), jossa ytimena
on tuloydin L(z,y) = K(z)K(y) ja K on kertaluvun kaksi ydin, niin lauseke

[ yfula,y; B*L) dy
J falz,y; B2 L) dy

on Nadarayan-Watsonin estimaattori pisteessi x.

5. Kokeile regressiofunktion estimointia motorcycle-aineistolla, jonka saat
kayttoosi kurssin kotisivun http://cc.oulu.fi/~11h/FE2007 kautta (tiedos-
to mcyc.m). Aineisto sisiltdd moottoripyorin térméiyskokeesta mitattuja testi-
nuken péin kithtyvyyksid (y) ajan (z) funktiona.

(a) Kokeile regressiofunktion estimointia Nadarayan-Watsonin estimaattorilla
eri h:n arvoilla. Kdytd Gaussin ydinta.

(b) Piirrd arvot (X;, Wr(xz— X;)), kun z on 1dhell3 aineiston pieninti ajanhet-
ked, ja toisaalta, kun x on aineiston keskivaiheilla jollakin hyvéksi katso-
mallasi h:n arvolla. (Téssd Wy (z — X;) médriteltiin luennoilla siten, ettéd
Nadarayan-Watsonin estimaattori voidaan kirjoittaa arvojen Y; painotet-
tuna keskiarvona, my(z; h) = 3, Wi(z — X;)Y;).



