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11. harjoitus, viikko 15, 2011

1. Tarkastelemme otokseen (X1,Y1),...,(X,,Y,) perustuvan Nadarayan-Wat-
sonin estimaattorin 7, (-; h) kiyttdytymistéd silotusparametrin h vaihdellessa,
kun ytimend on Gaussin ydin. Olkoon z mielivaltainen piste. M&4r4a estimaatin
oy, (z; h) raja-arvo, kun (a) h — oo, (b) h — 0.

2. Eulerin-MacLaurinin summauskaava annetaan oppikirjoissa usein muodossa,
jonka toisen kertaluvun versio on

> f0)= [ f@ds+ S + 1)+ 15070 - 1)

_ %/ln Bo(z — |2))f" (x) da.

Téssé By on toisen asteen Bernoullin polynomi, By(z) = 2% — z + 1/6, ja |z]
tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtd kuin z (alaspiin
pyoristiminen). Kaava on voimassa kaikille f € C2([1,n]).

Johda ylla annettu Eulerin-MacLaurinin kaavan versio matkimalla luentojen
lemman 4.2 todistusta (ts. pilko integraalissa [" By(z — 2]) f"(z) dz integroin-
tivili n osaviliin ja osittaisintegroi kahdesti).

3. (Pakollinen harha regressiofunktion estimoinnissa.) Vaikka tehtéivinasettelu
saattaakin ndyttid monimutkaiselta, saa timin tehtivin ratkaistua yksinker-
taisella laskulla!

Olkoon zy € R kiinted piste, ja tarkastellaan tiheysfunktioperhettd

F ={f| f jatkuva kahden muuttujan tiheysfunktio, jolle

o0 oo
/ ly|f(z,y) dy < oo kaikilla z ja jolle / f(zo,y)dy > 0.}
—0o0 —0oQ
Olkoon m > 1 mielivaltainen otoskoko, (X1,Y1),...,(Xn,Ys) i.id. otos tihey-
destd f jamy(z) = Ef (Y | X = z) tiheysfunktion f maardama regressiofunktio.
(E:in alaindeksi f viittaa siihen, ettd ehdollinen odotusarvo lasketaan olettamal-
la, ettd parilla (X,Y") on tiheysfunktiona f.) Osoita, etti téssé tilanteessa kaik-
ki regressiofunktioestimaattorit ovat harhaisia, eli ettd mielivaltaiselle (Borelin)
funktiolle ¢ : R>™*! — R 1oytyy f € F siten, ettd

]Eft(ib‘o,Xl,Yi, e ,Xn,Yn) ;é mf(ﬂfo)

(Alaindeksi tarkoittaa sitd, ettd vasemmalla puolella oleva odotusarvo lasketaan
olettamalla, ettd (X1,Y1),--., (X, Y,) ovat i.i.d. ja jakaumasta f.)



Vihje: Tee vastaoletus, ota kaksi tiheysfunktiota f,g € F sekid tarkastele
niiden konveksia kombinaatiota A\f + (1 — A)g € F, jossa 0 < A < 1. Tarkastele
A:n funktioina toisaalta lauseketta

]E)‘f_,_(l_,\)gt(afo,Xl,Yl, e X0, )

ja toisaalta tiheyden Af + (1 — A)g médrd&min regressiofunktion arvoa pisteessi
Tg. Valitsemalla f ja g sopivasti pdddyt ristiriitaan.

4. Generoi kokoa n = 100 oleva otos homoskedastisesta mallista
Y =m(X) + oe,

jossa X ja € ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, X :114 on tasainen jakauma,
vililla [0,1], e ~ N(0,1), 0 = 0.2, ja

m(z) = 4.26(exp(—3.5x) — 4exp(—7z) + 3 exp(—10.5z)).

Estimoi regressiofunktio m otoksen perusteella kiyttamailld (a) Pristleyn—
Chaon estimattoria (b) Gasserin-Miillerin estimaattoria.

Valitse Gasserin—Miillerin estimaattoria varten sellainen ydin, jonka inte-
graalifunktion osaat laskea numeerisesti; esim. Gaussin ytimelle K saadaan in-
tegraali [*_ K(u) du laskettua MATLABissa komennolla

0.5 * (1 + erf(a / sqrt(2)))



