Oulun yliopisto
Matemaattisten tieteiden laitos
Funktioiden estimointi

3. harjoitus, viikko 7, 2011

1. Palaamme tarkastelemaan parametrin 6 estimointia, kun f(z;8) on vélin [0, ] tasaisen jakauman
tiheysfunktio, ja 8§ > 0. Edellisissé harjoituksissa johdettiin suurimman uskottavuuden estimaattori
sekd sen tiheysfunktio. Tall4 kertaa sinun pitéd laskea

MISE[f(:6,)] = Ba | [f(aia) = f(@i6)F do
—o0
(Oletetaan, ettd n > 2. Vastaukseksi pitéisi saada %ﬁ)
2. Tassd tehtivissi tarkastelemme parametrisen estimoinnin kiyttod tilanteessa, jossa malli on

vadrin spesifioitu.
Sovitamme havaintoihin parametrista mallia

1

f(z;0) = \/2_71_6_%(:”_9)2, zeR, OeR,
(normaalijakauma N (6,1)) jolloin suurimman uskottavuuden estimaattori on 6, = Ly X
Tosiasiassa X1, ..., X, on kuitenkin satunnaisotos jakaumasta N(0,0?), jossa o # 1. Kdytdimme

tuttuun tapaan tiheysfunktioestimaattoria fn = f(+6,).
Onko estimaattori misséin pisteessi = tarkentuva, eli pateekd missdin

lim f(z;0,) = f(),

n—0o0
kun f on jakauman N(0,0?) tiheysfunktio? (Vihje: suurten lukujen laki.)
3. Luennoilla tarkastellaan lineaarista regressiomallia
Y;'Za()m'i-l-bo—f-&i, 1=1,...,n,

jossa x;:t ovat kiinteité lukuja, Z?Zl z; = 0, ag ja bg ovat tuntemattomia vakioita ja satunnaismuut-
tujat €; ovat riippumattomia ja niilli on kullakin jakauma N (0,0?). N4illd oletuksilla luennoilla
johdetaan parametrien ag ja by suurimman uskottavuuden estimaattorit

n n
. D1 TiYi B 1 Y
an = n 2 n = i
EiZl T n i=1

~

Tehtdvind on todistaa, ettd Covg, (dn,bn) = 0.

4. Olkoon f(x;p,0?) jakauman N (u,0?) tiheysfunktion arvo pisteessd =

(a) Johda (ainakin seuraavissa harjoituksissa hyodyllinen) kaava

2 2 2 2
CH103 + a0 010)

2 2 2 2
5 ) 5 ) = 07 - ) ) 5 ¢
f(@;pa,07) f(z;p2,03) = f(O; 1 — p2, 07 +03) f(z 2+ 02 ol 40l

).
(b) Laske (kaavaan nojautuen) integraali

/_f(w;uhaf)f(x;uz,ag)dx.



5. Tarkastelemme vilia D = [0, 1], sekd tiheysfunktiota f € L?(D), jota estimoidaan sarjakehitel-
mén avulla, kun L?(D):ssé kiytetdin ortonormaalia kantaa

1, kun k=1
or(T) = ¢ V2cos(2nlx), kunk=20jal=1,2,...
V2sin(2nlz), kunk=20+1jal=1,2,....

Talléin f voidaan esittds sarjana EZL aroPr, jossa kertoimien apo harhattomat, i.i.d. otokseen
Xi,...,X, ~ f perustuvat estimaattorit ovat

. 1
gn = -~ ;‘Pk(Xi)-
i=

Erss mieleentuleva ehdotus f:n estimaattoriksi on

0o
fn = Z &kn(f)k-
k=1

Téamén tehtdvin tarkoituksena on perustella, miksi kyseinen ehdotus ei ole mielekiis.

Jotta olisi MISE[f,] < oo, eli Ey, fol(zk Grnr(z) — f(x))? dr < oo, niin t&llsin taytyisi viltta-
mittd olla Eg, fol(z i knpr (2))? do < oo. Erityisesti tissd integraali olisi #4rellinen melkein var-
masti, jonka ansiosta se voitaisiin kirjoittaa (kannan (pg) ortonormaalisuutta hyviksi kiyttien)

melkein varmasti muotoon L
| Carngnta) do = Y a.
0 g k

Koska viels Eg a2 =Y, Ey a2, , niin piddyimme ehdosta MISE[f,] < co ehtoon
0 k “kn k 0“kn

Z Ego &in < 0.
k

Tami on ekvivalenttia sen kanssa, etti

> Varg, (akn) < oo,
k

silld Eg, Grn = ako ja Y, azg < oo (koska f € L*(D)).
Oletamme nyt, ettd f toteuttaa ehdon

flz) > ¢, Vz € [zg — J, 20 + ],

misséd € > 0 ja 0 < 29 < 1. Tehtévanisi on osoittaa, ettd talloin
o
Z Vargo (flkn) = Q.
k=1

Tillsin tulee siis osoitettua, ettd ehdotettu f, ei voi toteuttaa ehtoa MISE[f,] < co.



