Oulun yliopisto
Matemaattisten tieteiden laitos
Funktioiden estimointi

4. harjoitus, viikko 8, 2011

1. Olkoon f(-;6) jakauman N (6, 1) tiheysfunktio. Tarkastellaan tiheysfunktio-
perhetta
F={f(50) |0 €R}

sekd i.i.d. otokseen X1, ..., X, perustuvaa estimaattoria
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missd n > 2. .
Osoita, ettd f,(x) on harhaton perheessi F eli ettd

Esto(z,X1,...,Xa) = f(z),  Vf€F.

(Vihjeitd: tp(z, X1,...,Xp) = up(z,Y), missd ¥V = %2;1 X;. Tunnet Y:n
jakauman. Edellisissd harjoituksissa johdettiin hyddyllinen kaava.)

2. Olkoot z1,...,x, reaalilukuja, ja tarkastellaan ydinestimaatin kaavaa
n
1 xr —x;
¢ —K R h>0
fn(x,h):nZ:1h ( h )a z € R, >0,

jossa K on Gaussin ydin (eli N(0,1)-jakauman tiheysfunktio). Osoita, etté
h1_1>r(r)1+ fo(z;h) =0, kun z & {z1,...,2,}.

Mitd saadaan raja-arvoksi, jos ¢ = x;7

3. Olkoot z1, . .., x, kiinteiti reaalilukuja, ja olkoon h > 0. Tarkastelemme kah-
ta riippumatonta satunnaismuuttujaa I ja Z, joilla on seuraavat jakaumat. I on
diskreetti satunnaismuuttuja, jolla on tasainen jakauma joukossa {1,...,n} (ts.
P(I =i) = 1/n, kun 1 <4 < n). Satunnaismuuttujalla Z on jatkuva jakauma
tiheysfunktiolla K. M&irittelemme vield satunnaismuuttujan Y kaavalla

Y =2x2r+hZ.

(a) Osoita, ettd Y:lla on tiheysfunktio




(b) Hahmottele tietokoneohjelma, joka generoi kokoa N olevan satunnaiso-
toksen ylliolevasta tiheysfunktiosta, kun kiytossisi on generaattori rand
vilin [0, 1] tasaiselle jakaumalle seki téistd (todennikoisyyslaskennan mie-
lessd) riippumaton generaattori randK tiheysfunktiota K vastaavalle ja-
kaumalle.

4. T#sss tehtivisss tarkastelemme kahden tiheysfunktion, f ja g, vilisen Ll-
etdisyyden

17— gll :/w 5@ —g@lds = [1f-g

—0o0

ominaisuuksia.
(a) Osoita, ettd ||f — g|l1 < oo.

(b) Olkoon a : R — R monotoninen funktio, joka on niin séénnéllinen, etti
muuttujanvaihtokaavan kidytt6é integraalissa on sallittua. Olkoon satun-
naismuuttujalla X tiheysfunktio f ja satunnaismuuttujalla Y tiheysfunk-
tio g. Olkoot vastaavasti f ja § satunnaismuuttujien a(X) ja a(Y’) tiheys-
funktiot. Osoita, etté ~

If =gl =11 -3l

(c) Osoita seuraava identiteetti (joka tunnetaan nimelld Scheffén lause)
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Téssd supremum otetaan kaikkien (Borelin) joukkojen yli. Vihe: seuraa-
vien tulosten todistamisesta on hyotya

2/B(f—g)32/{f>g}(f—g)=/|f—gl-

Tassd {f > g} ={z: f(z) > g(x)}, ja se on Borelin joukko.
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5. (Tietokonetehtédvi.) Kokeilemme tiheysfunktion ydinestimointia snowfall-
aineistolla, jonka 1oydét kurssin kotisivulta. Aineisto siséltdéd tuumissa mitattu-
na vuosittaisen lumentulon v. 1910-1972 Buffalon kaupungissa New Yorkin osa-
valtiossa (vrt. esimerkki 1.1). Voit joko kéyttds valmiita ohjelmia tai toteuttaa
ydinestimaattorin haluamassasi ohjelmointiymparistossi.

e Etsi sellainen silotusparametrin h arvo, jolla estimaatissa nidkyy selkedsti
kolme moodia (eli lokaalia maksimia), kun ytimeni kiytetdin Gaussin
ydintéd. Seuraavaksi etsi sellainen h, jolla estimaatissa nikyy ainoastaan
yksi moodi.

e Koeta toistaa edelliset kohdat kayttamalls ns. tasaista ydintd K = %1 [—1,1]-



