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Luku 1

Esimerkkeja

funktion estimoinnista

1.1 Tiheysfunktio

Olkoon X (reaaliarvoinen) satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd X:n jakaumalla on
tiheysfunktio f : R — [0, 00|,

P(X € B) = /Bf(x)dx,
(vrt. Kuva 1.1).

(1.1)

Kuva 1.1: Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f.
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Olkoon Xj,..., X, satunnaisotos X:n jakaumasta.

Tehtava: Estimoi f:44 otoksen Xy,... , X, avulla.

~

Ratkaisuna saadaan estimaattori f(z; Xi,...,X,), + € R. Merkitdédn tété lyhyesti
f (x). Perinteisesti yleisin estimointitapa on kayttad histogrammia.

Tiheysfunktion estimointi on avain monen ongelman ratkaisuun:
e aineiston havainnollistaminen, visualisointi

e moodien paikallistaminen (yksi, monta?)

e ryhmittelyanalyysi (engl. clustering)

e simulointi

e hahmontunnistus

e jne.

Esimerkki 1.1 Tarkastellaan Buffalon kaupungin (New York, USA) vuotuista lumi-
sademaaraa vuosina 1910 - 1972. Satunnaismuuttujana X on vuoden aikana satanut

lumi tuumina. Otos (n = 63) koostuu seuraavista mitatuista arvoista [8]:

126.4 82.4 78.1 51.1 90.9 76.2 104.5 87.4 110.5 25.0
69.3 53.5 39.8 63.6 46.7 72.9 79.6 83.6 80.7 60.3
79.0 74.4 49.6 54.7 71.8 49.1 103.9 51.6 82.4 83.6
77.8 79.3 89.6 85.5 58.0 120.7 110.5 65.4 39.9 40.1
88.7 71.4 83.0 55.9 89.9 84.8 105.2 113.7 124.7 114.5

115.6 102.4 101.4 89.8 71.5 70.9 98.3 55.5 66.1 78.4

120.5 97.0 110.0

Kuvassa 1.2 on tasta aineistosta muodostettu histogrammi ja kuvassa 1.3 kaksi muuta
tiheysfunktion estimaattia, jotka on muodostettu kiyttden ns. ydinmenetelméa (lu-
ku 3.2). Estimointitavoista riippuen tiheysfunktion moodien (lokaalien maksimien)

lukumaaralle saadaan erilaisia arvioita. |



0.025

0.02- 4

0.015f b

0.01- b

Tiheysfunktioestimaatin arvo

0.005 B

20 40 60
Buffalon vuotuinen lumimaéara

Kuva 1.2: Histogrammi Buffalon kaupungin vuotuisesta lumisademéadrasta (tuumis-

sa) Otospisteiden arvot on merkitty vaaka-akselille pienilla ympyroillé.
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Kuva 1.3: Buffalon kaupungin vuotuisen lumisademéérén (tuumissa) tiheysfunktion
kaksi eri estimaattia (yhtendinen viiva ja katkoviiva). Otospisteiden arvot on mer-

kitty vaaka-akselille pienilla ympyroilla.
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Kuva 1.4: Regressiotehtava. Kuvassa Y on selitettava muuttuja ja X on selittava

muuttuja.

1.2 Regressio

Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia ja olkoon (Xi,Y7),...,(X,,Y,) satunnaisotos
(X,Y):n jakaumasta. Esimerkkind voisi olla vaikka X; = henkilon ¢ paino, Y; =

henkilon 7 pituus. Mallitetaan X:n ja Y:n riippuvuutta toisistaan kaavalla
Téssd m : R — R on (regressio)funktio ja ¢; mallittaa satunnaisvirhetta (esim. mit-
tausvirhe tai puuttuva informaatio). Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 1.4.

Tehtava: Estimoi m:44 otoksen (X1,Y7),...,(X,,Y,) avulla.

Ratkaisuna konstruoidaan estimaattori m(z; (X1,Y1)...,(X,,Y,)), x € R, tai ly-
hyesti m(z).
Regressiota voidaan kayttaa monenlaisiin tehtaviin:

e aineiston havainnollistaminen

e muuttujien valisten riipuvuuksien tutkiminen



e ennustaminen
e jne.
Joskus arvot X; eivét ole satunnaisia vaan ennalta valittuja kiinteita lukuja.

Esimerkki 1.2 Kahdeksan miehen paino ja pituus on annettu talukossa 1.1.

Paino | Pituus
62 172
70 178
29 170
85 181
80 180
75 175
62 169
89 188

Taulukko 1.1: Kahdeksan miehen paino (kg) ja pituus (cm).

Kuvassa 1.5 on tahan aineistoon sovitettu suora, joka nayttaakin kuvaavan paino ja

pituuden keskimaariista riippuvuutta melko hyvin. |

Esimerkki 1.3 Moottoripyorailijan kyparia testattiin simuloiduilla tormayskokeilla
(esim. [5]). Kuvassa 1.6 on esitetty ajajan péén kiihtyvyys torméyshetkesta kulu-
neen ajan funktiona n = 133 mittauspisteen avulla. Kuvassa 1.7 on tdhan aineistoon
sovitettu eri asteisia polynomeja regressiofunktion estimaateiksi. Polynomit ovat sel-
vastikin liian jaykkia funktioita hyvén sovitteen saamiseksi. Kuvassa 1.8 on kaytetty

ns. lokaalia lineaarista regressiota (luku 4.6) jolloin tulos on paljon parempi. |

Esimerkki 1.4 Englannissa on tutkittu perunan kulutuksen riippuvuutta perheen
tuloista [7]. Kuvassa 1.9 on esitetty kerétty aineisto 4094 perheen osalta vuodel-
ta 1973. Yksikoind on kéytetty keskiarvon monikertoja (1 = keskiarvo) ja mukaan
on otettu vain perheet, joissa perunaa on ylipaatansa kulutettu ja joiden tulot ja

kulutus ovat korkeintaan kolminkertaiset keskiarvoon nahden. Kuvaan on piirretty
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Kuva 1.5: Kahdeksan miehen paino ja pituus ja tdhan aineistoon sovitettu suora.

sekd lineaarinen ettd Nadarayan-Watsonin menetelméalld (4.2) saatava regressiofunk-
tion estimaatti. Huomaa kuinka epauskottavan kuvan lineaarinen estimaatti antaa
perunankulutuksen riippuvuudesta tuloista. Nadararyan-Watsonin menetelma an-
taa selvasti luontevamman tuloksen: kulutuksen kasvu tasaantuu tietyn tulotason

jalkeen ja itseasiassa vahenee korkeimmissa tuloluokissa. |

1.3 Tehospektri

Tarkastellaan aikasarjaa (X;);cz missd indeksijoukkona ovat kokonaisluvut, Z =

{0,1,—1,2,—2,...} ja meilld on ajassa etenevd jono havaintoja
X 9 X 1 X, Xy, Xo,

Téssd kukin X; on satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettéd aikasarja on (heikosti) sta-

tionaarinen ja keskiarvoltaan 0:
EX,; = 0 kaikilla ¢,
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Kuva 1.6: Simuloiduissa tormayksissa mitattu moottoripyoréailijan paan kiihtyvyys

tormayksesta kuluneen ajan funktiona.
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Kuva 1.7: Regressiofunktion estimointi polynomilla kuvan 1.6 aineistosta: ensimmai-
sen asteen polynomi (a), toisen asteen polynomi (b), kolmannen asteen polynomi (c)

ja neljannen asteen polynomi (d).
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Kuva 1.8: Regressiofunktion estimointi lokaalilla lineaarisella regressiolla kuvan 1.6

aineistosta.
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Kuva 1.9: Perunan kulutuksen riippuvuus perheen tulotasosta (Englanti 1973). Tie-
dot on keratty n = 4094 perheelta ja yksikkoina on kaytetty keskiarvon moninkertoja.
Kuvaan on piirretty seka lineaarinen etta Nadarayan-Watsonin menetelmalla saatava

regressiofunktion estimaatti.

11



s

Kuva 1.10: Aikasarja (X;)ez-

v(u) = EX X4, u € Z, i riipu t:sta.
Y1l& E merkitsee odotusarvoa ja (y(u)),ez on aikasarjan (X;)ez autokovarianssijono.

Aikasarjoja on monenlaisia:

e taloudelliset aikasarjat
e saahavainnot

e crilaiset mittaussignaalit teknisissa sovelluksissa

Probleema: Onko aikasarjassa periodisuutta, piilevia syklisia komponentteja?

Oletetaan, ettd > °° _ |y(u)| < oo. MaAdritellddn aikasarjan (X;)cz tehospektri

U=—00

f R — R kaavalla
1 .- —iAu
f) == > (we™, AeR,

U=—00

Kyseessé on siis itseasiassa autokovarianssijonon (y(u))yez Fourier-muunnos. Voi-

daan osoittaa, etta
(i) f on 2m-jaksollinen.

12
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Kuva 1.11: Tehospektrin tulkinta.

(ii) f(A) > 0 kaikilla A.

(iii) f on symmetrinen, eli f(\) = f(—\) kaikilla A.

(iv) f(A)AX o taajuskaistaa [\, A + A)] vastaava teho aikasarjassa (Xi)iez (vrt.

kuva 1.11).

Idea: f:n lokaali maksimi vastaa aikasarjan (X;);cz periodista komponenttia.

Kaytannossa pystymme kuitenkin havaitsemaan vain darellisen pituisen aikasarjan.

Tehtava: Estimoi f:4a aarellisen havaintojonon X1, ...

Estimoidaan ensin 7(u):ta,

(1/n) X Xy Xypw, u=0,...

Y(u) =1 0, u>n
A(—u), u < 0.

Sitten otetaan f:n estimaattoriksi periodogrammi

n

; 1 & . —ixu HT 1
A) = — iAu
F = > Al ™D

U=—00

13
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(Tasséd samoin kuin jatkossa merkinta il tarkoittaa, etta yhtasuuruus todistetaan
harjoitustehtévana).

Nyt voidaan osoittaa, ettd Ef(A) — f(A), kun n — 0o ja A # 0 (mod 27). Ikiivé
kylld kuitenkin E[f(A) — f(A)]2 # 0 kun n — oo, joten f(\) heilahtelee f(A)m ym-
péristossi suurillakin n:n arvoilla vaikka sen arvo keskiméérin onkin f(A). Tilanne
saadaan korjattua silottamalla periodogrammia lahekkaisia arvoja keskiarvoistamal-
la. Historiallisesti tama periodogrammiin liittyva estimointiongelma motivoi myos

todennakoisyystiheysfunktion estimointimenetelmien kehittamista.

Esimerkki 1.5 Kuvassa 1.12 on esitetty keskiméaarainen vuotuinen auringonpilk-
kujen méérda vuosina 1770 - 1988 (lahteend H. Tong: Non-linear time series: a
dynamical systems approach, 1991, Oxford University Press). Kuvassa 1.13 on loga-
ritmisella asteikolla tasta aineistosta laskettu periodogrammi ja sen silotettu versio.
Symmetrisyyden ja jaksollisuuden vuoksi periodogrammit on piirretty vain valilla
[0,7]. Huomaa voimakas maksimi noin taajuudella 0.6, joka vastaa alkuperéisessi

aikasarjassa periodia 27/0.6 ~ 10.5 vuotta. [

1.4 Hasardifunktio

Hasardifunktion késitettd (engl. hazard function) kéytetdén mm. luotettavuuden
valvonnassa ja elinaika-analyysissa. Laitteiden luotettavuuden yhteydessa kéaytetaan
myo6s nimitysta ”vikaantumisintensiteetti”.

Olkoon T tarkasteltavan kohteen, esimerkiksi laitteen tai henkilon, toiminta tai
elinaika (vrt. kuva 1.14). Olkoon T:1l4 tiheysfunktio f ja merkitdén sen kertymé-
funktiota F:ll4,

Hasardifunktio méaritelladn nyt kaavalla

f(®)
H@) = 1——F(t)’

14
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Huomataan, etta

f(t)At
H(t)At = ————
®) 1—F(t)
~ P(vikaantuminen vélilla [t,t + At] | ehjé hetkeen t asti).

Kun kaytettavissa on satunnaisotos T1,... ,T),, voidaan tiheysfunktiolle f muo-

dostaa estimaattori f (vrt. tdmén luvun osa 1.1). Siten saadaan estimaattori

. t .
Bt = [ f(r)ar
0
mista edelleen

(0

Hay_l_pay t>0.

1.5 Hahmontunnistus

Olkoon X jostain kohteesta tehty havainto; hahmontunnistuksessa tama on itsea-
siassa tavallisesti paremminkin tulkittavissa satunnaisvektorina kuin reaaliarvoisena

satunnaismuuttujana. Esimerkkeja ovat

e digitaalinen kuva (esim. koneniko)
e puhespektri (puheentunnistus)

e EEG kéyra (potilaan tilan seuranta)

Probleema: Mista "luokasta” havainto on peraisin?

Edellisten esimerkkien kohdalla tama voisi tarkoittaa esimerkiksi seuraavia ksysy-

myKksia.
e Mika esine on kuvassa?
o Mika foneemi?

e Miké on potilaan tila?

17
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Esimerkki 1.6 Kuva 1.15 esittda yksinkertaistetussa muodossa eraan mahdolli-
sen lahestymistavan kasinkirjoitettujen numeroiden automaattiseksi tunnistamisek-
si. Numerosta otetaan ensin p x ¢ digitaalinen kuva y. Sitten kuva esikésitellaan
ja sen sisaltama informaatio tiivistetdan “piirrevektoriksi” x, jonka dimensio d on
tyypillisesti paljon alempi kuin y:n dimensio pq. Piirrevektori x luokitellaan viimein
johonkin luokista 0,1,...,9 kayttden jotain paatossaantoa.
Kuvassa 1.16 on esimerkki eraasta todellisesta aineistosta. Alunperin 1024-ulotteiset

(32 x 32 digitaalinen kuva), késinkirjoitettuja numeroita 0 ja 1 esittdvien vektorei-
den sisaltdma informaatio tiivistettiin kaksiulotteisiin piirrevektoreihin. Varsin hyva
paatossaanto naiden kahden numeron erottamiseksi toisistaan saadaan jakamalla ta-
so kahteen osaan kuvaan piirretyn suoran avulla. Virheita toki tehdaan mutta nain
yleensa onkin, silla eri luokkia vastaavien piirrevektoreiden paikat eivit useinkaan

satu pistevieraisiin joukkoihin. I

Esimerkki 1.7 Aivojen toimintaa voidaan mitata monella eri tavoilla. Perintei-
sen EEG:n rinnalle on viime aikoina noussut esimerkiksi MRI-kuvaus. Suomessa on
kehitetty myos paan ulkopuolelta aivoista mitattuun magneettikenttadn perustuvaa
MEG menetelméd (MagnetoEncePhalograhy). Mittauslaitteistossa kiytetaan darim-
maéisen herkkid SQUID sensoreita (Superconducting QUantum Inteference Device)
hyvin heikkojen magneettikenttien muutoksien havaitsemiseksi (ks. kuva 1.17).

Eraassa kokeessa koehenkilon tuli reagoida painamalla oikeassa tai vasemmassa
kédessé olevaa painonappia kuullessaan joko korkean (1000 Hz) tai matalan (500 Hz)
aanen kuulokkeista. Yhdessa mittaussessiossa korkeita ja matalia aania tuotettiin
kumpiakin satunnaisessa jarjestykssa n. 100 kappaletta. Tehtavana oli konstruoida
hahmontunnistusjarjestelma, joka MEG-mittausten avulla luokittelee napin painal-
lukset kahteen luokkaan (oikea/vasen). Kokeen tarkoituksena oli testata alustavasti
mahdollisuutta kayttad MEG laitteistoa aivotoiminnan diagnosointiin kliinisissa tut-
kimuksissa.

Kuvassa 1.18a on esitetty kaksi esimerkkia kummankin luokan esikéasitellyistéa
mittaussignaaleista, jotka on saatu yhdesta kaikkiaan seitsemasta kanavasta. Kay-
tetty mittausjakso vastaa napin painalluksesta alkanutta 150 ms pituista ajanjaksoa
ja yksittaisessa signaalissa on 60 2.5 millisekunnin véalein mittattua arvoa. Lopulli-

sena tehtavana on luokitella naita 60-ulotteisia piirrevektoreita. Mittaussignaaleissa

19
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Kuva 1.16: Kaksiulotteisia piirrevektoreita, jotka on muodostettu kasinkirjoitetuista
numeroista 0 (ympyréat) ja 1 (ristit). Kummastakin numerosta on 300 esimerkkia.

Kuvaan on myos piirretty suora, joka erottaa nama kaksi luokkaa hyvin.
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Kuva 1.17: Kaaviokuva aivotoiminnan mittauksesta MEG-laitteistolla.
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on paljon "kohinaa”, joka ei tosin johdu niinkéan itse mittalaitteesta kuin itse mitat-
tavan ilmioén (napin painallus peukalolla) kannalta epéoleellisten aivoprosessien ai-
heuttamista magneettikentan vaihteluista. Keskiarvoistamalla suuri joukko mittaus-
signaaleja nahdéén, ettd kahden luokan valilla kuitenkin on selvé ero (kuva 1.18b).
Eri menetelmia testattaessa padstiin parhaimmillaan 13% virhetodennikoisyyteen

yksittaisia signaaleja luokiteltaessa. I

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd meilla on kaksi mahdollista luokkaa,
”1”7 ja 72”7, Useamman luokan tapaus voidaan kasitelld vastaavasti. Havaintoa ja

sithen liittyvéaa luokkainformaatiota mallitetaan parilla (X, J), missé

X = d-ulotteinen satunnaisvektori, “hahmo”,
J = X:m luokka (1 tai 2).

Probleema: Kun X havaitaan, on arvattava vastaava .J!

Tehtiville konstruoidaan ratkaisu muodostamalla luokitin g : RY — {1,2} ja asetta-
malla (ks. kuva 1.19)

g(X)=1 = X luokitellaan luokkaan 1,
9(X)=2 = X luokitellaan luokkaan 2.

Oletetaan, ettd on annettu opetusdata, eli joukko luokiteltuja hahmoja
(XlaJl)7"' a(XnaJn>'

Tehtava: Estimoi luokitin g, joka on hyva siina mielessa, etta se luokittelee myo-

hemmin tehtavat havainnot mahdollisimman oikein.

Oletetaan, etti

(i) X|J =1~ f1, X|J =2~ fo, eli X:n jakauman luokassa ¢ méaéaraa tiheysfunk-

(ii) P(J = 1) = P(J = 2), eli luokilla 1 ja 2 on yhtésuuret ”prioritodennéakoisyy-
det”.
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0 50 100 150
(@)

0 50 100 150
(b)

Kuva 1.18: Kuvassa a on kaksi signaalia oikean (yhtendinen viiva) ja kaksi signaa-
lia vasemman (katkoviiva) kdden napinpainalluksista mitatuista MEG signaaleista.
Kuvassa b on keskiarvoistettu 94 oikean kaden ja 92 vasemman kaden signaalia.

Vaakaakselilla on aika millisekunteina napin painalluksesta.
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Rd

"paatosalueet”

Kuva 1.19: Luokittelija g euklidisessa avaruudessa.

Voidaan osoittaa, ettd télloin paras mahdollinen luokitin (tekee védhiten virheité)

saadaan maarittelemalla

1, kunfl(X) > f2<X)

g(X) = argmax f;(X) = { 2, kunf,(X) < fo(X).

i=1,2

Nyt, jos fz on opetusdataan perustuva f;:n estimaattori, ¢ = 1,2, niin tata optimaa-

lista luokitinta voidaan estimoida maarittelemalld

9(X) = argmax fz(X)

i=1,2
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Luku 2

Parametrinen ja parametriton

funktion estimointi

2.1 Perusasioita

Olkoon (2, A,P) todenndkoisyyskentté. Siis A on :n sigma-algebra (tapahtumien
joukko) ja kun A € A, on P(A) tapahtuman A todenn#kdisyys.

Olkoon X : ) — R satunnaismuuttuja. Siis, X on mitallinen eli
X' B)={weQ|Xw) eB}cA

kaikilla Borelin joukoilla B C R.

Madritelladn X:n odotusarvo EX ja varianssi Var(X) kaavoilla
EX = / XdP,  Var(X) =E(X — EX)2.
Q

Jotta nama suureet olisivat hyvin maariteltyja, oletetaan odotusarvon tapauksessa,
ettd X on integroituva ja varianssin tapauksessa, ettd X2 on integroituva .
Olkoon sitten X':n jakaumalla tiheysfunktio f (kaava (1.1)); merkitsemme talldin
X ~ f. Silloin
EX = / xf(z)dz, Var(X) = / (x — EX)*f(x)dz.
—00 —00

Olkoon edelleen a € R. Silloin patee

E(X —a)? =E[(X —EX) + (EX — a)]* = Var(X) + (EX — a)*. (2.1)
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Olkoon sitten © C R? ja olkoon jokaisella § € © annettu tiheysfunktio f(-;0) :

R — [0, 00[. Merkitdén nain saatavaa 6:lla parametroitua tiheysfunktioperhetta
F={f(:0) |0 €O}, 22)

Esimerkki 2.1 Otetaan parametrijoukoksi © = R x]0, co[ ja asetetaan

1(==01 2
f(x70>:\/1—e 2(\/@)71:61[%70:(61702)'

27'('92

Tavallisesti merkitaan 6, = pu, 0 = o2, Kyseessi on tietenkin normaalijakau-

man N (p,0?) tiheysfunktio. Merkitsemme tiheysfunktiolle joskus f(-; (u,0?)) ~
N(p,0?). Jos X:1ld on jakauma N (p,0?), merkitsemme myos X ~ N(u,o?). Tun-

netusti p ja o ovat X:n odotusarvo ja varianssi. |

Tarkastellaan jotain parametrista perhettd (2.2) ja olkoon X ~ f(-;6) jollain
0 € O, jota emme tunne. Oletetaan, ettd meilla on kuitenkin kaytossa i.i.d. otos
Xi,..., Xy ~ f(+;0), eli satunnaismuuttujat X; ovat riippumattomia ja samoin ja-
kautuneita tiheysfunktiolla f(-;6) (i.i.d. = independent and identically distributed).
Parametrivektoria 6 estimoidaan sopivan estimaattorin én = t(Xy,...,X,) avulla.
Téssé t, : R" — © on (Borel) mitallinen funktio ja tavallisten todenndkéisyyslas-
kennan merkintasopimusten mukaisesti estimaattori on siis kuvaus 6, : O — 0,

On(w) = ta(X1(w), ..., X, (w)), w € Q, itseasiassa satunnaismuuttuja.

Esimerkki 2.2 Olkoon X ~ N(6,1) eli X:n tiheysfunktio on

1 1
fz;0) = 7%6_5(36_0)2, r € R.

Koska # on X:n odotusarvo, on satunnaisotokseen Xj,... , X, perustuva ¢:n luon-
teva estimaattori 6, = (1/n) ¥, X;. Téassi siis t,(z1,...,2,) = (1/n) X0, 2,
(x1,...,2,) € R™ |
Huomautus 2.3 Kaytannossa havaitaan vain  lukujoukko xy,...,z, eli
Xi(w),..., Xp(w) jollain kiintedlld w € €. Sanomme, ettéd t,(zq,...,x,) on f:n
estimaatti. Usein merkitaan kuitenkin (epatasmallisesti) 6, = t,(z1, ..., 2y). I
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2.2 Cramerin-Raon alaraja

Tarkastellaan 1-ulotteista tilannetta, © C R, F = {f(;0) | § € ©}. Olkoon
Xi,..., Xy ~ f(+;0) iid. otos ja 0, = to(X1, ..., X,) 0:n estimaattori. Olemme
kiinnostuneita estimaattorin 6, nelidllisesté virheesti ]E@(én — 0)?, missi odotusar-
vo lasketaan satunnaisvektorin (Xi,...,X,) jakauman suhteen ja merkinnallad E,

halutaan korostaa sitd, ettd muuttujilla X; on tiheysfunktiona f(-;6):

/ / @1y an) — 02 (2130) - - F(n; O)dar - - - da

Huomaa, ettéd (Xi,...,X,)mn tiheysfunktio on tulo satunnaismuuttujien X; tiheys-
funktioista, koska oletamme riippumattomuuden.

Kaavan (2.1) perusteella
Eg(én — 8)2 = (]Egén — 9)2 + Varg(én).

Téssé Egf, — 0 on estimaattorin harha ja kiytimme sille merkintéi Biasg (6, ). Voi-

massa on siis seuraava harha-varianssi hajoitelma:
Eg(0,, — 0)* = Bias2(6,) + Varg(6,,). (2.3)
Olkoon S joukko. Merkitsemme S:n karakteristista funktiota

16(x) 1 kunzx €S,
€Tr) =
° 0 kunz &S.

Olkoon © =la, b[ avoin vili ja asetetaan seuraavat sdénnollisyysehdot kun 6 € ©.
(i) Joukko S = {x € R | f(x;0) > 0} ei riipu &:sta.

(ii) Of(-;0)/06 on integroituva ja

0/(2:6)
d@/ Uc / g
(ii)
Y VI #(ws 0)do -+ -d
d9 gn Ty, P Ty, T
- on n\T1,--+ ,Tn 90 Ty, £y L,

(Erityisesti merkittyjen integraalien tulee olla olemassa.)
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(iv)

0 < Eq

dlog f(X;;0)\”
( B, >}<w’

missa log tarkoittaa luonnollista logaritmia.

Huomautus 2.4 Tarkkaan ottaen ehdossa (iv) oleva satunnaismuuttuja
Y1 = Olog f(X1;0)/00 ei ole méaéritelty kun X; ¢ S, koska talloin f(X;;60) = 0
kaikilla 6. Sovimme, etta Y7 = 0, kun X; ¢ S. Odotusarvon laskemisen kannalta
talla uudelleen méaarittelylla ei ole merkitysté, koska johtuen joukon S méaritelmas-

té, tapahtuman X; ¢ S todennékoisyys on tietysti nolla. [
Merkitaén b(d) = Biasg(6,,) = Eeb, — 0, 6 € ©.

Lause 2.5 (Cramerin-Raon alaraja) Jos em. ehdot (i) - (iv) ovat voimassa, pd-
tee kaikilla 0 € © epdyhtalo

L+vOP 1
E9[<ak%fLXum)2] n’

Ey (0, — 0)* > (2.4)

00

Todistus: ~ Satunnaisvektorilla (Xy,...,X,) on tiheysfunktio (z1,...,2,) ~—
[Ti=, f(xi;6). Siten

n

0+0(0) =Byl = [ tulwr,. o w0) I] (i 0)da -z,
S i=1

Derivoimalla #:n suhteen ja kéyttéden ehtoa (iii) saadaan tésta

1+Wm:/

Sn

a n
tn(T,. .. ,xn)%Hf(xi;Q)dx1~~dxn (2.5)
i=1

< 1 Of(xi;0) | &
:/S"t"(“'”’x") [Z f(w:;0) f(ae ) gﬂxi;e)dxl---xn.

Olkoon S¢ =R\ S joukon S komplementti. Huomautuksen 2.4 mukaisesti méaé-

rittelemme satunnaismuuttujan Y;, ¢ = 1, ..., n, kaavalla
- 0loglf(Xis6) + 1s(X0)] 1 0f(X:0)
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Silloin Y; =0, kun X; € S ja

B L of(x;0) ,, _d ' _dl
]EOY;/SJC(SL’;Q) 20 f(ac,@)clﬂc—de/sf(a:,e)dycfdef()7

missé toinen yhtdsuuruus seuraa ehdosta (ii). Olkoon sitten Z = > Y, jolloin
EgZ =33 EoY; =0 ja

Eo[(0, — 0)Z] = Eo(6,2)

= snt Tl,e.. T lg Fwd) fgg >‘|Hf<x7,79)dx1:cn

= 1+V(9),

missa ensimmainen yhtasuuruus seuraa siita, etta €92 = 0 ja viimeinen yhtasuuruus

seuraa kaavasta (2.5). Schwarzin epéyhtalosta saadaan nyt

1+(0) = Eo[(B, — 0)2] < \VEo(B, — 6)2\/Ey22. (2.6)

<8logg(9X1;9)>2] |

missa ensimmainen yhtasuuruus seuraa siita, etta £y Z = 0, toinen siita, etta Y;'t ovat

Tassa

EyZ* = Varg(Z) = nVary(Y1) = nEgY;? = nlEy

riippumattomia ja samoin jakautuneita ja kolmas siita, etta EyY; = 0. Korottamalla

nyt (2.6) puolittain toiseen ja jakamalla EyZ?:1la saadaan viite. O

Huomautus 2.6 Yleensi 1+ V/(0) # 0. Erityisesti niin on kun 6, on harhaton, eli
Eg0, = 6, kun 0 € ©, jolloin b(#) = 0,60 € ©. I

Lause 2.5 sanoo, etta tehdyilla oletuksilla paras mahdollinen nelillisen virheen
suppenemisnopeus on 1/n. Kuten seuraavasta kohdasta ilmenee, paljon kéytetty

suurimman uskottavuuden estimaattori itse asiassa saavuttaa tAman nopeuden.

2.3 Suurimman uskottavuuden estimointi

Tarkastellaan edelleen 1-ulotteisen parametriavaruuden © C R tilannetta ja tiheys-
funktioperhettd F = {f(;6) | # € ©}. Olkoon 0, € O kiinted ja Xi,... X, ~
f(+50p) ii.d. otos. Funktio L(:; X4,...,X,) :© — [0,00],
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n

i=1
on ns. uskottavuusfunktio. Joskus merkitdéan lyhyesti L(6; X1,...,X,,) = L(0).
Suurimman uskottavuuden ("su”) estimoinnissa otetaan dy:n estimaatiksi L:n (jo-
kin) maksimoija 0, joukossa ©. Ajatuksena on, etté 0,, ”maksimoi otoksen X Tyeve sy Xn
todennakoisyyden”. Usein itseasissa maksimoidaan log L ratkaisemalla 6, uskotta-

vuusyhtdlosta

Olog L(0; X1,... ,X,)
00

=0. (2.7)
=0,

Esimerkki 2.7 Tarkastellaan normaalijakaumia N(0,1),0 € R, eli F koostuu ti-
heysfunktioista

1
fla:0) = me_%“‘”z, z €R.

Olkoon 6y € R ja Xy,..., X, ~ f(+;6p) i.i.d. otos. Télléin

061 ) = T e 20 = (L) et T

ja
log L(0) = —g log 2w — = (X, — 0)2
=1
Saamme
dlog L(O) & "

00 :Z(Xi_e):ZXi_nea

i=1 =1

joka hévidd kun 0 = 0, = (1/n) ¥, X;. Selvisti 6, on uskottavuusfunktion maksi-

moija. Siten odotusarvon 6 su-estimaattori on otoskeskiarvo (= otoksen keskiarvo).

Jatketaan vield edellisen esimerkin tarkastelua. Estimaattorilla én on seuraavat

ominaisuudet.
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(A) Vahvan suurten lukujen lain nojalla 6, — 6y m.v. (= ”melkein varmasti”,

todennédkoisyydella 1).
(B) 6, ~ N(6o,1/n), joten \/n(6, —6o) ~ N(0,1).

Tutkitaan Cramerin-Raon alarajan tiukkuutta estimaattorille d,. Ehdon (i) joukko
S =A{x]| f(z;0) > 0} =R ei riipu O:sta ja

<8log g;xl; 9))2]

~ By { [aae (—;log%r - ;(X1 - 9)2)]2}

= Ep[(X; — 0)%] = Varg(X,) =1,

Eq

joten ehto (iv) on voimassa. Myos (ii) pitee ja 6, toteuttaa (iii)m. Liséiksi kohdan
(B) nojalla 6, on harhaton, E¢f, = 6 (vrt. (B) ylli). Olkoon 6, miki tahansa toinen
harhaton €:n estimaattori, joka toteuttaa lauseen 2.5 ehdot. Silloin erityisesti (2.4):n
osoittaja saa arvon 1, joten Cramerin-Raon epayhtalo saa muodon

~ 1
E —6) > =,

Mutta estimaattorille 6, itseasiassa pitee (vrt. (B)),
. N A 1
Ey(0,, — 0)* = Vary(0,) = o
joten suurimman uskottavuuden estimaattori 6, itseasiassa saavuttaa Cramerin-
Raon alarajan ja on siis siina mielessa optimaalinen harhaton estimaattori, etta silla

on pienin varianssi.

Tekemalla tiheysfunktioperheesta F tietyt saannollisyysoletukset saadaan su-
estimaattorin optimaalisuutta koskeva yleisempi tulos. Olkoon © =Ja, b[ jélleen vali

ja oletetaan, etta seuraavat ehdot ovat voimassa.
(i) Kaikilla # € © on olemassa derivaatat 9% log f(x;0)/00% k=1,2,3, x € R.
(i) Kaikilla 6y € © on olemassa § > 0 ja funktiot g; : R — [0,00[, k = 1,2, 3, s.e.
kaikilla 6 €]6y — 0,0y + [ patee

k .
Q%%ﬁ%é%@%kZLl&wéR
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ja
/ gi(z)dz < oo, k=1,2, Eo[g3(X)] < oc.
(iii) Kaikilla 0 € ©,

0 < Ey

dlog f(X1;0)\*
()] <

Lause 2.8 Olkoot (i), (ii) ja (iii) voimassa. Olkoon 0y € © ja X1, Xa,... ~ f(+;60)
jono rippumattomia ja samoin jokautuneita satunnaismuuttujia. Silloin, todennd-

kaisyydella 1, uskottavuusyhtdlolla (2.7) on otokseen Xy, ... , X, perustuva ratkaisu

~

0., n €N, s.e.

(A) 0, — 0y m.v. kun n — oo,

(B) c\/n(0, —60y) — N(0,1) (jakaumakonvergenssi) kun n — co, missi

<8log FX1; eo)ﬂ |

€=\ 20

Todistus: Ks. Serfling: ” Approximation theorems of mathematical statistics”, Wi-
ley 1980, ss. 145 - 148. U
Palautetaan mieleen, mitd kohdan (B) jakaumakonvergrenssilla tarkoitetaan. Ol-

koon ® jakauman N (0, 1) kertyméfunktio,

1 T
P(r) = \/—2_71'/—00 e 2% dt.

Jos silloin F, on satunnaismuuttujan cy/n(6, — 6y) kertyméfunktio, tarkoittaa (B)
sitd, ettd lim, . Fy,(z) = ®(x) kaikilla z. Siten suurella otoskoolla (eli suurella n)
estimaattorin 6, jakauma on likimain N (6, 1/(c?n)) (ks. kuva 2.1).

Siten Eg, (0, — 00)2 ~ 1/(c®n) eli Cramerin-Raon epiyhtilon alaraja harhatto-
malle estimaattorille likimain saavutetaan. Suurimman uskottavuuden estimaatori

on tassa mielessa asymptoottisesti optimaalinen.

Huomautus 2.9 Usein patee itseasiassa

y 2
lim Zoo(On — 60" _ 1,
n—oo  1/(c?n)
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Kuva 2.1: Estimaattorin 6, jakauma kun otoskoko n on suuri.

jolloin Cramerin-Raon alaraja todella saavutetaan asymptoottisesti. Erds riittéava

ehto téalle on, etta
sup Eg, [v/n(0, — 0)>+ < o0

jollain e > 0 (ks. Serfling, ss. 13-14). Vastaavat ehdot voidaan antaa korkeammillekin

momenteille jolloin saadaan

k
‘ = myg,

ev/n(6, — o)

25, e

missd my, on jakauman N (0, 1) k:s absoluuttinen momentti. |

2.4 Parametrinen funktion estimointi
Olkoot (ay) ja (b,) reaalilukujonoja. Kéytdmme jatkossa seuraavia merkintdja:

a, =o(b,) < lim, .(a,/b,) =0,
a, = O(b,) < limsup,_, . |a,/b,| < oo,
ay, ~ by, & limy,oo(a,/by) = 1.

Joissain kaavoissa esiintyvé termi o(1/n) esimerkiksi tarkoittaa jonoa (a,), jolla a,, =
o(1/n) jne.

2.4.1 Tiheysfunktio

Olkoon f tuntematon tiheysfunktio, jota haluamme estimoida i.i.d. otoksen

Xq,..., X, ~ f avulla. Parametrinen estimointi tapahtuu seuraavasti.

(i) Valitaan parametrinen tiheysfunktioiden perhe F = {f(-;60) | 6 € ©}.
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(ii) Oletetaan, ettd f = f(-;6p) jollain 0y € ©.
(iii) Estimoidaan 6y jollain sopivalla estimaattorilla 0, = to( X1, ..., Xn).
(iv) Otetaan f:n estimaattoriksi f, = f(-;0,).

Esimerkki 2.10 Esimerkissd 2.7 oli Xy,...,X,, ~ N(6y, 1) ja su-estimaattoriksi

saatiin otoskeskiarvo 8, = (1/n) ¥", X;. Talloin siis asetamme

folz) = ! e 3w i, X7, z € R.

V2r

Saannollisissa tapauksissa on nelidllinen estimointivirhe yleensa luokkaa 1/n mikéa
nahdaan seuraavasti. Taylorin kehitelma antaa
Of (;60) 5 L 10%f(x:0)

892 (én - 90)27

f(36,) = f(x60) =

missé (satunnaismuuttuja) 0~n on én:n ja fp:n valissa. Saamme tasta

i) = o = (2155 6, - oy 25)
Of (z:00) O*f(x;6,) , » s 1 (0%f(x;6,) 2 A
o 000+ (P ) -y

Nyt esimerkiksi su-estimaattorille 6, pétee, etté c\/ﬁ(én — 6p):n jakauma konvergoi
otoskoon kasvaessa kohti jakaumaa N(0,1) ja sopivilla oletuksilla (ks. Huomatu-
tus 2.9) saadaan

k
\ =my >0, k=234,

ev/n(6,, — 6p)

lim EQO

jolloin

]EQ() én - 80

k mi.
-
Cknk:/Q

k=234

Téstéd saadaan edelleen pisteittiiselle keskimadriiselle neliovirheelle MSE[f, (z)]
(MSE = Mean Squared Error) kaava

MSE[fn(x)] = MSE[f(x; én)] = [y, [f(L én) - f(l‘, 90)]2

_(Of(x:60)\ ) 1 df(x:60)\° C
_< a6 ) '7+O(n3/z)”< a6 ) "

Y
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missd C; on vakio. Sopivilla sddnnollisyysoletuksilla voidaan MSE| fn(x)] edelleen

integroida, jolloin saadaan integroitu keskimaérainen nelisvirhe MISE[f,],

MISE(f,) = [~ MSELf,(o))dr ~ <2,

n

missa

o o (Of(x;00) ’
CQ_Cl/—%( 90 >d$>0

Siten integroitu neligvirhe on samaa luokkaa 1/n kuin yksittdisen parametrin neliol-

linen estimointivirhe.

Esimerkki 2.11 Tarkastellaan jélleen normaalijakaumien tiheysfunktioiden perhet-

ta

1 1
f(x;0) = e_i(x_e)z, T eR,

ja olkoon Xi,..., X, ~ f(-:60), 6, = (1/n) ¥r, X;. Talléin

8f(x;00)_ 1
00  \or

efé(xfeo)z(x —b6y) = (x — 00) f(x;00),

ja
% = —f(2;00) + (x — 00)* f(;00) = [(x — 00)* — 1]f ().

Sijoittamalla kehitelm&én (2.8) saadaan

[f(@;0n) — f(;600))* = (& — 60)* f (; 60)* (b — 60)
+(2 = 00) f (; 60) (& — 6n)” = 1]f (3 6) (B — 60)°
bl = 02 = 1P 70,0, 00)*
= (& — 00)> f(2:00)*(0,, — 00)* + Ry (; 00, 0,) (0, — 00)® + Ro(;0,) (6, — 6,)",

missé (0, —0)>m ja (0, — 0p)*n kertoimia on merkitty Ry:1li ja Ry:lla. Sijoittamalla
y = x — 6y saadaan

o) 0o 1 oo 9 1
YRV cON2 0 — 2 - 0)2 e — 207y =
/_00(33 00)” f (25 00)"d /_Ooy Fy;0)dy = o5 /_Ooy ey =

35



Edelleen, Schwarzin epéayhtalosté ja sijoituksilla y = 2 — 6y, z = x — 6, saadaan

‘/_O:O Ry (x: 60, 0,)dx| < /_O:O |R: (; 0y, 6,,)|dc
< \//_O;(m — 69)2f (; 00)2da:\//_o:o[(x —0,)% — 12 (x; 0,)%dx
= \//O:O v2 f (y; O)Qdy\//o;[z2 —1]2f(2;0)%dz = C} < .

Liséksi sijoituksella y = = — 6, saadaan

" Batwsin = 5 [T 17707y = € < oo (29)
Siten
MISE[f,] = / By, [f (z:6,) — f(: 00))%dx
= Ea [ [f(xi0,) = f(x:b0)da
_ 4\/_IE90( — 00)? + Eq, [/_O;Rl(x;eo,én)dx(én—ﬁo)3
1+ Ey, [ | Balws B, (6, - 90)4] ,

missa
Ey, [ / " Ru(a: 00, 6,)de (6, — 90)3]

< Bay | [ 171(w3 00, 8,)|dolon — 60| < Ciylf — b0

ja (2.9)m perusteella

Eo,

/_OO RQ(CL’, én)dl’(én — 90)4:| = CQEQO (én — 90)4.

Nyt 6, = (1/n) 7, X; ~ N(6,1/n), joten

A 1
EGO (en - 60)2 - ﬁv
A 4
I 3 —
E00|8n 00‘ \/%’I’LB/Q’
A 3
EGO (Qn - 60)4 = ﬁv



missa kaksi jalkimmaista yhtaloa todetaan helpoilla laskuilla. Siten saamme lopulta,

etta
1

MISE[f,] ~ W

2.4.2 Regressiofunktio

Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia. Haluamme estimoida Y:n regressiofunktiota m

X:n suhteen eli funktiota

m(z) =E(Y | X =) = /_Z yfyix (ylz)dy

(vrt. HT). Voimme mallittaa X:n ja Y :n valisté riippuvuutta regressiofunktion avulla

esimerkiksi olettamalla etta

Y =m(X) +e, (2.10)

missa € ~ N(0,0%) on riippumaton X :sté.
Oletetaan sitten, ettd meilld on kdytossa i.i.d. otos (X1,Y7),...,(X,,Y,) parin

(X,Y) yhteisjakaumasta. Parametrinen regressiofunktion estimointi tapahtuu tél-

16in seuraavasti.
(i) Valitaan parametrinen funktioperhe F = {m(-;0) | § € O}, missi © C R%.
(ii) Oletetaan, ettd m = m(-;0y) erdalla 6, € ©.
(iii) Estimoidaan 6, jollain sopivalla estimaattorilla 6, = t,((X1, Y1), ..., (X, Y2)).
(iv) Otetaan m:n estimaattoriksi 1, = m(-;6,).
Esimerkki 2.12 Eriitd mahdollisia funktioperheita ovat esimerkiksi

m(x;0) = ar+0b, v € R, missi 6 = (a,b) € R?,
m(z;0) = ax’, x>0, missi § = (a,b) € R?,

m(z;0) = acosbzr + csindr, v € R, missi 0§ = (a,b,c,d) € R
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(fEi,Yz‘) 0] ©

Kuva 2.2: Lineaarinen regressiotehtava valilla [—1, 1].

Huomautus 2.13 Joskus X ei ole stokastinen, jolloin estimointi perustuu otokseen
(1, Y1),..., (zn, Yn), missé z1,...,x, € R ovat kiinteitd. Seuraava esimerkki on

téallaisesta tilanteesta. [
Esimerkki 2.14 (Lineaarinen regressio) Tarkastellaan funktioperhetté
m(z;0) = ar +b, z€[-1,1], 0 = (a,b) € R%

Olkoot x; = =1 +2(: —1)/(n — 1), = 1,... ,n, vilin [—1,1] tasavilinen jako ja
(1, Y1),...,(zp,Yy) ii.d. otos. Oletamme, ettd regressiofunktio on suora m(-;6p),

0o = (ap, by), ja pyrimme estimoimaan parametrit ag ja by mallissa
Y;‘:a,0$i+bo—|—5i, izl,...,n,

missi satunnaismuuttujat e; ovat riippumattomat, g; ~ N(0,02), i = 1,... ,n, ja
o > 0 oletetaan tunnetuksi (ks. kuva 2.2).

Nyt Yy, ..., Y, ovat riippumattomia ja

Y; ~ N(apx; + by, 0%), 1=1,...,n.
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Kaytetaan suurimman uskottavuuden estimointia ja maksimoidaan uskottavuus

L(a,b) = L(a,bYs,....Y,)

—_

Pitaa siis minimoida
Aa,b) = _(Y; — az; — b)?, (a,b) € R%
i=1
Toisin sanoen, on minimoitava ”neliollisten virheiden summa”, eli ratkaistava pie-

nimmaéan neliosumman tehtava.
Nyt >, x; = 0, joten
e 2> (Y —ax; — b)(—z;) =2{=)_x;Y; +ad_x}},
a i— i=1 i=1

%= 2i(Yi —ax; —b)(—1) = 2{~ iYi + nb}.

Asettamalla O\ /da = 0 ja OX/Ob = 0 saadaan ratkaisu (a,, by,),
i1 TiYi

N 1
An = =5 9 bn - }/z
¢ Y v} nz

On helppo nihda, etti 6, = (G, l;n) on todella funktion A minimikohta ja 0,, on siten
suurimman uskottavuuden estimaattori. Kayttaen hyvaksi sita, etta Eq Y; = apz;+bo

ja >, x; = 0, nahdéaan helposti, etta

Eg,an = ag Varg, (a,) = 0%/ 37, @}
Egobu =bo

Itseasiassa .
in ~ N(ag,0?/ Y a2), by ~ N(by,0%/n),
i=1

kuten helposti nahdaan. Edelleen, pienella laskulla havaitaan, etta

Zﬁ:i(—HQ(i_l)) :i(n—1)+2+3(n2_1),

n—1
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joten
o? o? 302 1

Yial s-D42+ 5y 4

Neli6llinen virhe pisteessd x € [—1,1] on nyt

MSE[i, (2)] = Bg,[m(x; 6,) — m(x; 60))?
= Eg,|anz + b, — (aox + b)]?
= Eg[(dn — ag)x + (b, — by)]?
= 2’Fg, (an — a0)? + 22Eg, [(Gn — a0) (b — bo)] + Eg, (bn — by)?
= 2?Varg,(a,) + 22Covg, (ay, Bn) + Vargo(l;n).

~

Helposti ndhdéén (HT), ettd Covg,(an, b,) = 0. Siten

302 1 o? o? 3
MSE[m,] = 22 | =— — o~ —(1+ =2?%).
[170,,] x<4n—|—0(n)>+n n(+4x)

Estimointivirhe on siis tdssd parametrisessa menetelméssé jalleen luokkaa 1/n. ||

2.5 Kohti parametritonta funktion estimointia

Tarkastellaan joukossa D C R maéariteltyja funktioita f : D — R. Tyypillisesti
esimerkiksi D = R tai D = [0, 1]. Olkoon

LAD) ={f | [ [f(x)dz < o},

missé [}, tarkoittaa Lebesguen integraalia. Olkoon (¢ )kgen ortonormaali kanta funk-
tioavaruudessa L?*(D). Siis ¢, € L*(D), k € N,

[ rl)ontr)ir = { N

ja jokaisella f € L%*(D) on yksikésitteinen esitys muodossa f = Y3 arpr, ar € R,
k € N.

Esimerkki 2.15 Olkoon D = [0, 1]. Tallin voidaan osoittaa, ettd funktiot
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L, k=1,
or(x) =4 V2cos(2nlx), k=20,
V2sin(2nlz), k=20+1

r € R, ¢ € N, muodostavat ortonormaalin kannan avaruudessa L?([0, 1]). I

Huomautus 2.16 Jos melkein kaikkialla (Lebesguen mitan mielessé) yhtyvét funk-
tiot samaistetaan, on avaruus L?(D) itseasiassa ns. Hilbertin avaruus. Tama tarkoit-
taa sita, etta L2(D) on vektoriavaruus, jossa on maaritelty sisatulo ja tdmén sisdtulon
maaraama metrinen avaruus on taydellinen. Sisdatulona on < f,g >= [, fg ja jos
(or)ren on ortonormaali kanta ja f € L*(D) on esitetty muodossa f = Y32, axpr,

keroimet a; saadaan laskettua kaavasta

a=<¢if>= [ q@)f@de, kel

Edelleen, sarjan suppeneminen kehitelméssa f = .77 axyy siis itse asiassa tarkoit-

taa, etta

lim | (é appn(z) — f(:r)>2 dz = 0.

n—oo

Olkoon sitten m € N kiinted, © = R™, ja 0 = (aq,... ,a,,) € ©. Merkitdin
f(z;0) = Z arpr(T), r €D,
k=1

ja maaritellidn parametrinen funktioperhe F = {f(-;6) | § € ©} C L*(D). Olkoon
f € L*(D) jonkun satunnaismuuttujan tiheysfunktio ja oletetaan, etta f € F, eli
f = f(, 90) eraalla 90 = ((1107 PN ,amo) S @,

f= z AkoPrk -
k=1
Olkoon Xi,..., X, ~ f ii.d. otos. Koska
ao = [ ou(@)f(@)dr = Eagpr(X1),
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saadaan aig:lle luonteva estimaattori

. 1 &
An = —ZS%(X
ni4

~

ja tdstd f:lle estimaattori f, = f(50n), 0, = (Giny - -y Qmn),s

3

o =Y Ghnipn (2.11)

Helposti nahdaan, etta ag, on harhaton:
N 1
Eg,arn = o nEo,pr(X1) = /D or(x) f(x)dx = ago.

Siten myos fn on harhaton,

m

Eog, fn = > (B tign) o = Z Ao =

k=1

Mitataan estimaattorin fn virhetta integroidulla neliollisella virheella,

MISE[f,] :]Ego/D(fn — )2

Saamme,

2
(&kn - ako)@k)

S~
S
NE

&
Il

[ a= 17 =

1

(dlm - akO)(&en — Q40) PrPr

I
S~
NE

&=
T
i

I
NE

(Gkn — ako)(Gen — auo) /D PrPe

=
~
l

1

(dkn - ak0>27

[
NE

k=1

missd viimeisessd yhtdsuuruudessa kéytettiin kannan (pg)reny ortonormaalisuutta.
Siten

m

MISE[f,] = Egy 3 (ke — ar0)® = 3. Egy (Grn — aro)? = Y. Varg, (én)-
k=1 k=1 k=1

Edelleen,
) 1
Varg, (Gx,) = Vary, (n Z (X ) = ﬁ\/argo [or(X7)].
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Tasta seuraa, etta

MISE[f,] = %” Cm = 3 Varg, [pp(X1)],
k=1

missa ¢, < 0o, kunhan vaan kaikilla k patee
B, [pe(X1)?] = [ [pn(@)f(2)da < oo,

Estimaattorin fn virhe on siis tavanomaisen parametrisen estimaattorin luokkaa 1/n.
Olkoon sitten

0 = {(aien | 3 a < o0}

k=1

ddretonulotteinen parametriavaruus. Voidaan osoittaa, etté kaikilla 6 = (ag)ren € ©
sarja f(+;0) = 302, appy, suppenee avaruuden L?(D) mielessé (vrt. Huomautus 2.16).
Siten F = {f(;0) | 0 € ©} C L*(D). Toisaalta, kaikilla f € L*(D) on olemassa
0 = (ap)reny € O se. f =332, appr. Siten (L*-mielessd), F = L*(D).

Olkoon nyt f € L*(D) tiheysfunktio, f = f(:;6p), 6o = (aro)reny € ©. Funktion
f estimointi otoksen Xi,..., X, ~ f perusteella on nyt parametritonta, koska se ei
perustu adrellisulotteisen parametrivektorin estimointiin. Oleellisesti ottaen nyt 6y =
f ja avaruus O, josta 0p:aa haetaan on aaretonulotteinen. Kaytamme aikaisempaa

estimaattoria (2.11) ja kehitelmén f = 372, aropr perusteella saamme

MISE[f,] = By, [ (fa= 1)

2
Z Ak — ko) Pr — Z akOSOk]

[ k=m+1
m (o]
Z Gk — aro)” + Z aio]

k=m+1
= + Z Ao,
k=m+1

missi ¢, = 37, Varg, [or(X1)]. Jos siis halutaan, etté lim,_... MISE[f,] = 0, tulisi

ilmeisesti
(i) m — oo, kun n — oo (jotta Y32, 4 az — 0),
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(i) ¢m/n — 0.

Vaikka kohdan (i) mukaan m:mn téytyy kasvaa rajatta otoskoon mukana, kohta (ii)
kuitenkin edellyttaa, ettd kasvu ei saa olla litan nopeaa. Ongelmana on néain ollen

valita jono (my,)nen siten, ettd

Cm
m, — 00, = — 0, kun n — oo.

Lopullinen estimattori on sitten
~ mn
Jn= Z Akn P -
k=1

Osoittautuu, ettd menetellen ylla esitetylla tavalla paastaan tyypillisesti virhee-

seen

Cc

MISE[f,] ~ —

missd 0 < 0 < 1 ja ¢ > 0 on jokin vakio. Virhe on siis konvergenssinopeudeltaan
huonompi kuin parametrisen estimoinnin tapauksessa. On kuitenkin huomattava,
ettd parametrisen menetelmén tehokkuus (vauhti 1/n) perustuu siihen oletukseen,
ettd f € F, eli ettd f = f(+;00) jollain 6y € ©. Vain pienen mééran eri funktiomuo-
toja siséltdavin perheen F tapauksessa (matalaulotteinen ©) tdmé voi olla erittédin
rajoittava oletus. Kahden tilastotieteen suuren nimen, R. Fisherin ja K. Pearsonin
oppiriita 1900-luvun alkupuolella liittyi juuri tdhén seikkaan (ks. esimerkiksi [10]).

Fisher kiersi ongelman esittamalla, etta

e sopivan parametrisen perheen F valitseminen on soveltajan asia (”specifica-

tion”),
e parametrivektorin fy estimoiminen on tilastotieteilijan asia (”estimation”).

Resepti ei kuitenkaan valttamatta toimi kaytannossa. Se toimii erityisen huonos-
ti monissa nykyajan data-analyysitehtavissa, jossa tarkasteltavat jakaumat voivat
olla rakenteeltaan hyvin monimutkaisia. Myos erittain yksinkertaisia varoittavia esi-

merkkeja on helppo konstruoida.
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Kuva 2.3: Estimoitava kaksihuippuinen tiheysfunktio (yhtenéinen viiva) ja kéaytet-

téavissd olevan funktioperheen tyypillinen jasen (katkoviiva).

Esimerkki 2.17 Olkoon © = Rx]0,00[, 8 = (i, 0?),

f(z,0) = ;6_%(7 : z e R.

2ro

Olkoon estimoitava tiheys f = (1/2)f(;(—2,1)) + (1/2)f(-;(2,1)) (ks. kuva 2.3).
Nyt selvisti E fu[f(-;0,) — f]? # 0 riippumatta estimaattorista 6, :  — ©! I
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Luku 3

Parametriton tiheysfunktion

estimointi

3.1 Pakollinen harha

Olkoon F C {f | f : R — [0, 00[ tiheysfunktio} jokin tiheysfunktioiden joukko.
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan jakaumalla on tiheysfunktio f € F ja etta
Xi,..., X, ~ foniid. otos.

Saamme f:lle estimaattorin valitsemalla sopivan (Borelin) funktion ¢, : R"*! —
R ja asettamalla fn(x) = tp(r, X1,...,X,), v € R. Analogisesti parametrin esti-

moinnin kanssa sanomme, etta fn on harhaton, jos
Esfo(x) = f(z), = €R, kaikilla f € F.

Tassa merkinta [E; tarkoittaa, etta odotusarvo lasketaan satunnaismuuttujien
Xq,..., X, yhteisjakauman suhteen, kun X; ~ f kaikilla . Harhattoman estimaat-

torin saattaa loytaa, kun perhe F on riittavan ”pieni”.

Esimerkki 3.1 Jos f(+; (u,0?)) ~ N(u,0?) ja F on normaalijakauman tiheysfunk-
tioiden perhe {f(-; (i,0%)) | (1, 0%) € Rx]0,00[}, niin harhaton estimaattori 16ytyy
(ks. esim. [1], Exercise 7.14). I

Funktion estimaattorin harhattomuus on luonteva kysymys itse asiassa vain jat-

kuville funktiolle. Nimittéin, jos f = ¢g lukuun ottamatta yhté pistetta (tai itseasiassa
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mitd tahansa nollamittaista joukkoa), on mille tahansa estimaattorille

tn(, X1, ..., X,) voimassa
Eftn(l’,Xl, e ,Xn) = Egtn(l’,Xl, e ,Xn)
kaikilla z € R. Jos siis ¢, (-, X1, ... , X,,) on harhaton, tulee olla f(x) = g(x) kaikilla

x € R, mika on ristiriita. Jatkuvat funktiot f ja g eivat voi poiketa toisistaan vain
yhdessé pisteessé (tai nollamittaisessa joukossa).
Nyt kuitenkin M. Rosenblatt osoitti v. 1956, etta perheen

F={f]f:R—][0,00] on jatkuva tiheysfunktio} (3.1)

tapauksessa ei l0ydykaan yhtdan harhatonta estimaattoria! Todistamme tdméan seu-
raavassa lauseessa. Rosenblattin tulos oli aikoinaan paha pettymys. Parametrisessa
estimoinnissa oltiin totuttu hakemaan optimaalisia harhattomia estimaattoreita ja
nyt ilmeni, etta parametriton estimointi onkin harhaista. Toisaalta nykyaan jopa pa-
rametrisessa estimoinnissa toisinaan kéytetdén harhaisia estimaattoreita (esim. ns.
harjanneregressio) ja harhan méaraa kaytetdan optimoitavana ”sadtoparametrina’.
Parametrittomassa estimoinnissa harha on hinta, joka maksetaan joustavuudesta, eli

isosta JF:sta.

Lause 3.2 Olkoon F kaikkien jatkuvien tiheysfunktioden perhe (3.1). Jos x € R ja
n € N, niin kaikilla (Borelin) funktioilla t,, : R"™ — R, on olemassa f € F s.e., jos
Xi,..., Xn ~ f oniid otos, niin E¢t, (v, Xq,... ,X,) # f(x).

Todistus: Tehdaan vastaoletus: on olemassa x € R, n € N ja funktio ¢, s.e.
Esto(x, Xq,...,X,) = f(x) kaikilla f € F. (3.2)
Oletetaan ensin, ettd n > 2. Valitaan kiinted f € F. Silloin kaikilla g € F,
A €[0,1], on
[f+a=Ng=x[f+a-n[g=r+1-N=1
joten A\f + (1 — X\)g € F. Siten (3.2):n nojalla

)\f(l’) + (1 - /\)g(l‘) = E)\f-l-(l—/\)gtn(x,Xl; ce. 7Xn)

n

:/_O:O.../_Ztn(:c,xl,... cxn) [T () + (1= Ng(a)lday - - da, (3.3)

i=1

=2 N1 =N""b(f,9),

r=0
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missa

b(fg)= 3 / / to(z, 21, xa) ] F@) TT o(x,)dos - - da,
i< i U T oo k=1 =1

1<ip <+ <ip<n,j1 <+ < Jnr, ja

(ryeo i YUl gy =11, n).

Merkitaan
to (i i} (@ Ty ) = / . / to(T, 21,... ,2p) H f(xg, )dx;, - - - dxy, .
—00 —00 k—1

(Moniulotteisia integraaleja koskevan Fubinin lauseen mukaan funktio ¢, g, .. ;.1 on
maééritelty ainakin m.k. (so. "melkein kaikkialla”) ja se voidaan tarvittaessa laajen-
taa koko R" "1 (Borelin) funktioksi.) Kun r = 0, ylldoleva kaava tulkitaan siten,
ettd summa Y ; ...; ja tulo [T;_, f(x; ) puuttuvat. Vaihtamalla integroimisjérjes-

tysté (sallittu samaisen Fubinin lauseen nojalla) saadaan

n—r

b(fi9) = 2 / / togin i (T 05w, ) T gl day, -+ - day,
iy )00 oo P
= Y Eftagi.iy@ X1 X))
11 <<y

Kaavan (3.3) oikea puoli on muotoa 37, a;\*, missa A™:n kerroin on

n

an =) (=1)"""b,(f.9).

r=0

Toisaalta (3.3):n vasen puoli on ensimmaéistd astetta A:n suhteen. Koska oletimme,

etta n > 2, tulee siis olla a,, = 0, mika voidaan kirjoittaa muotoon

n

(_1)nb0<f7 g) + Z<_1)n_rbr(f7 g) =0

eli
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Mutta kayttaen b,(f, g)mn jat, ... i3 (T, 25, ... , 75, )0 médritelmid voidaan tama
yhtalo kirjoittaa myos muodossa

n

Eyltn(z, X1,... . X0)] = D=7 > Eyltngin. iy X1, oo s Xny)]
r=1 11 <<y
= Eg Z<_1)7T+1 z tn,{il,...,z’,w}(x;Xlw-- 7anr)
r=1 11 <<y

Eg[tn—l(wa X17 s 7Xn—l)]7

missd viimeisessé vaiheessa huomattiin, ettd satunnaismuuttuja, josta arvoarvo E,
lasketaan ei riipu X,,:sta ja on siksi eras otokseen X ..., X,,_; perustuva estimaatto-
ri. Vastaoletuksen nojalla yhtélon vasen puoli on g(x), joten olemme loytaneet n — 1

kokoiseen otokseen perustuvan estimaattorin, jolle patee
Eyltn—1(z, X1,... , Xs-1) = g(x) kaikilla g € F.
Suorittamalla induktion alaspain 16ydamme lopulta funktion #; s.e.
Eyti(z, X;) = g(z) kaikilla g € F,
mika voidaan kirjoittaa myos muodossa

/o:o ti(z,u)g(u)du = g(r) kaikilla g € F. (3.4)

Tarkastelemalla sopivia tiheysfunktioita g osoitamme, etta tama johtaa ristiriitaan.
Olkoon g ~ N(x,1/k%), k € N, eli

k K2

— & (uz)?

gk(u):\/ﬁe 2 )

Selvésti g, € F, joten yhtélon (3.4) nojalla

u € R.

/OO b, 1) S gy — K kaikilla k € N
T, u e U= —, aikilla ,
' V2w V2w
eli
/ t(z,w)e T du =1, kaikilla k € N. (3.5)
Olkoon hy, yhtdlon (3.5) vasemman puolen integroitava funktio ,
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|
I
X

uUu—=x

2
Kuva 3.1: Funktion u +— e~z =)’ kuvaajia eri k:n arvoilla. Kun k& on suuri, on

funktio likimain 0 kun u # x.

hi(u) = tl(a:,u)e_%(“_x)g, u€eR, keN.
Silloin pétee (vrt. kuva 3.1),

0, u#zx

ti(z,z), u=uw.

—00

Lisdksi |hg(u)| < |hi(u)] kaikilla v € R ja [ |hi(u)|du < oo (koska odotusarvo
E,, [t1(z, X1)] on olemassa). Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

yhtélésta (3.5) seuraa nyt

1= lim [ hi(u)du = /Oo lim hg(u)du = 0,

k—oo J —co oo k—oo

joten vastaoletuksesta on paadytty ristiriitaan. O

3.2 Ydinestimointi

Esitamme aluksi heuristisen johdon ydinestimaattorille. Olkoon X satunnaismuut-

tuja, jonka jakaumalla on tiheysfunktio f. Olkoon F' vastaava kertyméfunktio,



7

¢
¢
¢

o) >
A4

Xi
Kuva 3.2: Empiirinen kertymafunktio

Siis F'(xz) = f(x) (kaikilla z, jos f on jatkuva). Jos Xi,...,X, ~ f on iid. otos,

saadaan F:lle luonteva estimaattori maarittelemaéalla
~ 1 ) . 1
Fo(z)=—#{i| X; <z, i=1,... ,n} = =D 1|_o(Xy),
n n -

missa kaytdmme aarellisen joukon S alkioiden lukuméaralle merkintaa #S. Esti-
maattori F, on ns. empiirinen kertymdfunktio (kuva 3.2).
Olkoon h > 0 pieni positiivinen luku. Silloin

1 |F(x+h)—F(x) F(x)—F(x—h)

f@)=Fa) ~ ¥

2 h h
1
— ﬁ[F(az:—i—h)—F(ilf_h)]
1 . .
~ %[Fn(x—l—h)—Fn(x—h)]
- %.%[#{u}g§x+h}—#{i|Xi§:c—h}]

1 .
= —#{i|x— < = fu(xz;h).
2hn#{l |z —h < X; <x+h}= fu(z;h)

Nain maaritelty estimaattori fn(, h) on tiheysfunktion f naiivi estimaattori.
Maééritellddn sitten K = (1/2)1;_1 1, eli
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Silloin

ja

2h

Kuva 3.3: Tiheysfunktion naiivi estimaattori.

0, muulloin.

K(x):{ 1/2, —1<z<1,

N 1 X, —«x
: = — | —1 <1
Julw:h) 2hn#{z‘ - }
1 .
= — | —1 < L <1
2hn#{l| < }
1 & z—X
= 1 !
2hn; [ 1’1[( h )

(3.6)

(3.7)

Kaavaa (3.7) voi lukea siten, etta fn(x, h) saadaan asettamalla jokaiseen otospistee-
seen X; positiivisella luvulla h ja otoskoolla n skaalattu K, eli (1/(nh))K((x—X;)/h),

ja summaamalla sitten yli ostospisteiden (kuva 3.3). Estimaattorin arvo f,(z;h) on

sita suurempi mita tiheammassa ostospisteita X; on x:n ymparistossa.

Ydinestimaattori saadaan nyt yksinkertaisesti korvaamalla K = (1/2)1_; 1| kaa-

vassa (3.7) yleisemmaélla funktiolla K, joka kuitenkin toteuttaa ehdon (3.6).
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Kuva 3.4: Tiheysfunktion ydinestimointi Gaussin ydinta kayttaen. Otospisteiden
(5 kappaletta) paikkoja vaaka-akselilla on merkitty pienilld ympyr6illa. Estimaatti

saadaan ytimien summana ja on piirretty paksummalla viivalla.

Maaritelma 3.3 Olkoon f : R — [0,00] tiheysfunktio ja Xi,... , X, ~ [ i.i.d.
otos. Olkoon K : R — R funktio, jolle [*° K(x)dx =1 ja h > 0. Silloin funktion f

ydinestimaattori on
1 2”: 1 ( - X; )
n<=h h '

Sanomme, ettd K on ydin ja h silotusparametri. Kuvassa 3.4 on esimerkki ydinesti-

A~

folzih) = fo(z, X1,... , Xn; h) =

maatista, jossa ytimené on standardi normaalijakauman N (0, 1) tiheysfunktio, jota
tassa yhteydessa tavallisesti kutsutaan Gaussin ytimeksi.
Merkitaan

Silloin
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h=1 h<<1 h>>1

Kuva 3.5: Ytimen skaalaaminen silotusparametrilla h.

~

fulz;h) = 1 > Ki(z — X;).

Suorittamalla integroinnissa muuttujan vaihto y = (z — X;)/h, dz = hdy, havaitaan,

etta

/_O;Kh<$_Xi)dx:/_O:O%K<$_}1Xi)dx:/_oo K(y)dy = 1.

[e.9]

Tésté seuraa, ettd [* fo(z; h)de = 1. Jos lisiksi K(z) > 0 kaikilla 2 € R, havai-
taan, ettéd f,(-; h) on itseasiassa tiheysfunktio, kun otos X1, ..., X, on kiinnitetty.
Silotusparametrin A suuruuden vaikutus skaalattuun ytimeen K, on esitetty ku-
vassa 3.5. Kuvassa 3.6 puolestaan naytetaan silotusparametrin suuruuden vaiku-
tus koko estimaatin fn(, h) muotoon. Nahdéén, ettd h:n pienentdminen tuo esiin
yksittaisten otospisteiden vaikutuksen, jolloin estimaatista tulee hyvin rosoinen ja
se sisaltaa useita paikallisia aariarvoja, joita todellisessa estimoitavassa tiheydessa
ei valttamatta lainkaan ole. Toisaalta, kun A valitaan suureksi, tulee estimaatis-
ta hyvin silea ja siita haviavat kaikki mahdollisesti kiinnostavatkin yksityiskohdat.
Perusongelma ydinestimaatin kaytossa onkin “oikean” suuruisen silotusparametrin

valinta.
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Kuva 3.6: Silotusparametrin h suuruuden vaikutus tiheysfunktion ydinestimaattiin
(paksu viiva). Liian pieni h (keskimméinen kuva) johtaa rosoiseen estimaattiin ja
liian suuri A (alin kuva) puolestaan liian siledén estimaattiin. Otospisteet (jakau-
masta N (0,1)) ovat kaikissa kuvissa samat ja ne on merkitty pienilld ympyroilla

vaaka-akselille.
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3.3 Virhekriteereja

Olkoon fn tiheysfunktion f jokin estimaattori (ei siis vélttdmatta ydinestimaatto-
ri). Estimaattorin tekem&d virhettd voidaan mitata joko yksittéisessd pisteessa tai

globaalisti koko R:ssa.

3.3.1 Pisteittainen virhe

Olkoon z € R kiintea. Talloin voidaan maaritelld esimerkiksi seuraavat luonetevat

virhekriteerit:
absoluuttinen virhe | fol(@) — f(2)]
keskim&arainen absoluuttinen virhe E|f,(x) — f(z)].

Absoluuttinen virhe on satunnaismuuttuja kun taas keskiméaarainen absoluuttinen
virhe vain ei-negatiivinen luku. Odotusarvo lasketaan tietysti otoksen Xy,... , X, ~
f jakauman suhteen ja merkitsemme jatkossakin yksinkertaisuuden vuoksi odotusar-
voa usein vain symbolilla E tarkemman merkinnén [E; sijaan ja samoin varianssille
Var tarkemman Var; sijaan.

Keksiméaarainen absoluuttinen virhe voidaan yleistaa valitsemalla p > 0 ja otta-

malla kriteeriksi

E|fo(x) = f(2)PP. (3.8)

Erityisen suosittu erikoistapaus on p = 2, jolla saadaan keskiméaarainen nelicllinen

virhe
MSE|[f,(2)] = E[fu(x) — f(x)]*.

Tahan liittyen maaritellaan edelleen pisteessa z laskettu harha ja varianssi

Bias[f,,(2)] = Efu(2) — f(z),

A

Var[fn(x)] = E[fn(J:) - Efn(x)]Q

Silloin (vrt. harjoitustehtéva 1.2)

MSE[fu(x)] = Bias®[f, ()] + Var[f,(2)].
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3.3.2 Globaali virhe

Yksi mahdollinen globaali virhekriteeri on tietenkin sup, | f,(z) — f(x)|. Todellisuu-
dessa suositumpi ja helpommin analysoitava kriteeri saadaan integroimalla. Olkoon

1 < p < oo ja méadritelldadan (mitallisten) funktioiden g : R — R avaruus

v = D@ ={g| [ lgl@)ldr < oo},

Huomautus 3.4 Voidaan osoittaa, etta jos avaruudessa LP samaistetaan melkein
kaikkialla yhtyviit funktiot g, niin kaava ||g||, = (/°%, |g(z)[Pdz)"/P miérittelee nor-

min ja syntyva normiavaruus (LP,|| - ||) on téydellinen, eli ns. Banachin avaruus.

Luonnollinen virhekriteeri saadaan nyt integroimalla (3.8),

| Elfua) = f@)Pdz =E [~ |fula) = @ =EN .~ 11

Ensimmaisessa yhtalossa odotusarvon ja integroinnin jarjestyksen saa vaihtaa Fu-
binin lauseen nojalla (odotusarvo voidaan kirjoittaa integraalina kéyttden otoksen
Xi,...,X, tiheysfunktiota). On huomattava, ettd jos esimerkiksi fn on ydinesti-
maattori ja f, K € LP, niin silloin aina E||f, — flIb < oo.

Tavallisimmin valitaan p = 1 tai p = 2. Tapauksessa p = 2 saadaan kriteeriksi

keskimaarainen integroitu neliollinen virhe,

MISE|f,] = E [ O:O fule) = )Pz = [ Z Bias?[f, (2))do + [ O:o Var| £, (x)]dz.
(3.9)

Tapauksen p = 1 kasittely on matemaattisesti melko hankalaa eika siksi ole ollut
kovin suosittua alan kirjallisuudessa (ks. kuitenkin [1] ja [2]).
My6s muita funktioiden vélisen etdisyyden mittoja voitaisiin kayttad. Yksi mah-

dollisuus on Kullbackin-Leiblerin luku tai etdisyys (silloin kun se on mééritelty),

KU1 40 = [ stotos | £ s

Voidaan osoittaa, ettd K (f, fn) > (0 aina. Tama virhekriteeri itse asiassa liittyy lahei-
sesti suurimman uskottavuuden estimointiin mika nahdaan seuraavasti. Kullbackin-

Leiblerin etéisyys K (f, g) on pieni kun g on sellainen, ettd —K(f, g) on suuri, eli
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[ r@og a;d%/ f@)ogg(w)de — [~ f(w)log f(w)ds

on suuri. Siten itseasiassa integraalin [0 f(x)log g(x)dz, eli odotusarvon E;log g(X7),
missd Xq,..., X, ~ f on ii.d. otos, tulee olla suuri. Korvaamalla odotusarvo otos-
keskiarvolla ndhdaén, etté g tekee suureksi summan (1/n) 37" log g(X;) ja siis myds
tulon [T, g(X;). Siten se, ettd K(f, fn) on pieni tarkmttaa sitd, ettd f, on lihelld
f:a44 suurimman uskottavuuden estimoinnin mielessa.

Viela erds mahdollisuus on kayttaa Hellingerin etaisyytta

B ) = [t pyop]

missd p > 0 (ks. [1]).

3.4 [2-virhe

Kaymme aluksi lapi joitain LP-avaruuksiin liittyvia tuloksia. Oletamme, etta p =1

tai p = 2. Lemmojen 3.5, 3.6 ja 3.9 tulokset kuitenkin patevat kaikille 1 < p < oo.
Lemma 3.5 Olkoot f,g € LP. Silloin

(1) 1f + gl < [[fllp + llgll, (Minkowskin epéyhtald).

(i) IMfllp = NI flly Keikilla A € R.
Todistus: HT. O
Lemma 3.6 Olkoon f:R xR — [0, 00| mitallinen. Silloin
I / Y)dy|l, < / NG )llpdy, (yleistetty Minkowskin epéyhtélo)
eli toisin sanoen
[e'e] [e%¢] p 1/10 [e%e] [e%¢] 1/17
[/_Oo (/_OO f(x,y)dy> d:v] < /_oo [/_Oo(f(%y))pdx dy.
Todistus: HT. O
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Kuva 3.7: Konvoluutiossa kaytettava silottava funktio.

Maaritelma 3.7 Olkoon f € LP ja g € L*. Silloin f:n ja g:n konvoluutio on
/ flx —y)g(y)dy, = e€R. (3.10)

Huomautus 3.8 Konvoluutio (f * ¢g)(x) on médritelty ainakin m.k. (melkein kaik-

kialla). Tamé& seuraa siitd, ettd

[/w(f”uw— ><wwf¢4w
11 [ 17 = wgtw)lagl,

</'”f — )g)ll,dy
= [T 6 = )bl

= [Ifllpllglls < o0,

missa ensimmaéinen epayhtalo seuraa lemmasta 3.6 ja sen jalkeen hyodynnettiin lem-
man 3.5 kohtaa (ii) ja viimeisessi vaiheessa kaytettiin yhtaloa ||f(- — y)|l, = || f]lp-
Siten integraalin [*° |f(xz — y)g(y)|dy téytyy olla dérellinen melkein kaikilla z € R,
joten (f * g)(x) on maaritelty m.k. z. Voidaan osoittaa, ettd (3.10) voidaan laajen-
taa mitalliseksi funktioksi f % g : R — R. Edellinen lasku puolestaan osoittaa, etta
f *xg € LP. Huomaa my0s, ettd konvoluutiolle patee f x g = ¢ * f, mikd nadhd&aan

suorittamalla muuttujan vaihdos z = x — y.

Konvoluution avulla on mahdollista silottaa funktioita. Jos nimittain g on silea
ei-negatiivinen funktio, jolle [*°_ g(x)dz = 1 ja joka hévidd pienen vélin [—a, a] ulko-
puolella (kuva 3.7), voidaan (f*g)(x) tulkita funktion f painofunktiolla g lasketuksi

keskiarvoksi pisteen x ymparistossa,
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y = f(z) y=(f*g)(z)

Kuva 3.8: Rosoinen funktio voidaan silottaa konvoloimalla se kuvan 3.7 kaltaisen

funktion kanssa.

a

(f9)@) = [ fla—ylaly)dy.

—a

Siten konvoluutiolla voidaan haluttaessa silottaa mahdolliseti alunperin hyvinkin

"rosoista” funktiota (kuva 3.8).

Lemma 3.9 Olkoon f € LP jatkuva, g € L', [*_ g(x)dx = 1, ja gn(x) = (1/h)g(z/h),
x€R, h>0. Silloin

(i) f*gn — f, kun h — 0+4. Tdssa konvergenssi on LP-normin mielessd, eli
If*gn— fllp = 0, kun h — 0+.

(i) [ N(f * gn)(@)|Pde — [ [f(x)|Pdx, kun h — O+.
(111) Jos [ on rajoitettu, niin (f x g)(x) — f(x) kaikilla © € R, kun h — 0+.

Todistus: Todistetaan ensin (i). Saamme

1F g = 1Al = I 7= oy = 1O,
= 1= = FOlan )yl
< [ =) = FOlgn) oy
=[5 = ) = 7O lplgn(w)lay
= [5G =h2) = 1O llg(=)ldz: (311)

60



Toisessa yhtédsuuruudessa kéytettiin ehtoa [ g(z)dxr = 1, sitten sovellettiin lem-
maa 3.6, lemman 3.5 kohtaa (ii) ja viimeisessd yhtélossa tehtiin integroinnissa muut-

tujan vaihdos z = y/h. Mééritellaan (3.11):ssa

A(hz) = [[f(- =hz) = FO)lls

ja osoitetaan, ettd limy, oy A(hz) = 0 kaikilla z € R. Olkoon ¢ > 0 ja valitaan a > 0

S.e.

/Lm f(2)|Pdz < <. (3.12)

Olkoon z € R kiinted ja h niin pieni, ettd |hz| < 1. Jaetaan [A(hz)]? kahden termin

summaksi kirjoittamalla
AR = [ |f@—h2) - f(@)da

- (a— hz) — f(o)Pdz + = hz) — f()Pda

|z|<a+1 |z|>a+1

ja osoitetaan, etta kumpikin integraali kaavan oikealla puolella lahestyy nollaa, kun
h — 0+. Ensimmaisessd integraalissa havaitaan, ettd x,z — hz € [—a — 2,a + 2] ja
koska f on tasaisesti jatkuva valilld [—a — 2,a + 2] ja |z — (x — hz)| = |hz] — 0, kun

h — 0+, lahenee integraali nollaa, kun h — 0+. Toisessa integraalissa

[f(z = hz) = f(@)P <2"7Y[|f (@ — h2)I” + |f(2)["].

Edelleen, |z — hz| > |z| — |hz| > a+ 1 —1 = a. Siten ehdon (3.12) nojalla toinen
integraali on pienenmpi kuin 2P~1(e + &) = 2P¢. On siis naytetty, etta A(hz) — 0,

kun h — 0+. Toisaalta lemman 3.5 kohdan (i) nojalla

ARNg()] < (1= Rl + 11l o) = 20 flllo(=)]
ja o
| 20fllg(=)ldz < oo,

koska g € L. Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa (3.11):n nojalla

nyt, etta
Jim (| g fll, < lim [ Ah2)lg(:)ldz= [ lim A(h)lg(z)ldz = 0,
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Kohta (ii) todistetaan erikseen tapauksissa p = 1 ja p = 2. Kun p = 1, saamme
[ ea@da~ [ fw)da
ja kohdan (i) nojalla oikea puoli lihenee nollaa, kun A — 0+. Kun p = 2, saamme
IR [ " @rds] = | [T g @ — @)
— [ =)@ = S @I * g)(@) + (2l
< [T U s @ = @I g (@) + f@lda

< |~ sk [ 16 ) + il

missa viimeisessd vaiheessa kaytettiin Schwarzin epayhtaloa. Tassa ensimmainen

< [ I * 9@ — F@)ldw = 1f * g = £l

nelidjuurilauseke on || f * g, — f||2, joka (i) kohdan nojalla lahestyy nollaa, kun h —

0+. Toinen neliojuurilauseke puolestaan pysyy rajoitettuna, koska

@)+ s = 1l <16 500 =l 20

missd viimeinen epéyhtélé seuraa lemman 3.5 kohdasta (i). Nyt todistettavan lem-
man kohdan (i) mukaan || f * g5 — f|l2 — 0, kun A — 0+, joten yhtdlén oikea puoli
on rajoitettu, kun h — 04. Néin on kohta (ii) todistettu.

Kohdan (iii) todistamiseksi oletetaan, ettd f on rajoitettu,
I fllso = sup | f(x)] < oo.
z€R

Silloin konvoluutio (f * g,)(x) on olemassa kaikilla x € R, silld

[ 1@ =)y < 1fls [ lon(w)ldy < o

—0o0

kaikilla z € R. Edelleen,
(Frg)@) = f@ = | [~ fa= )y - f@)
— 1 [ =y~ F@nl)dy
< [ 1=y = F@llon(w)ldy

o0

= [ 1@ =h2) = f@)llg(2)ldz,

—0o0
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missa viimeisessd yhtdsuuruudessa tehtiin muuttujan vaihdos z = y/h. Koska f on
jatkuva, on limy, oy |f(x — hz) — f(x)| = 0 kaikilla z € R. Edelleen,

[f(x = hz) = f(@)llg(z)] < 2[flllg(2)]

ja 22 2] flleolg(2)]dz < oo. Siten Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta

seuraa, etta

lim |(f % gn)(x) — f(2)| < lim [ i = h2) = f@)lg(=)ldz

h—0+ h—0+
_/ lim |f(z = hz) = f(2)l]g(2)ldz = 0.
Nain on koko lemma todistettu. OJ

Huomautus 3.10 Oletus f:n jatkuvuudesta on tarpeeton lemman 3.9 kohdissa (i)
ja (ii), koska voidaan osoittaa, ettd LP-funktioita voidaan approksimoida mielivaltai-

sen tarkasti jatkuvilla LP-funktioilla.

Huomautus 3.11 Lemman 3.9 kohta (ii) on itseasiassa selvd jo (i):n perusteella,
jos tuntee normiavaruuksien perusominaisuuksia: || f*gsl[Z — || f[|%, koska f* g, — f

normin || - [|,-mielessé.

Merkitaan jatkossa

C°=C*(R)={f|f:R — R on s kertaa jatkuvasti derivoituva}.

Edelleen, merkitsemme funktiolle g € L?, ja ytimelle K,
Rig) = lgl3 = [ g(efde, (k) = [~ 'K (w)de.
Suureen R(g) ajatellaan kuvaavan funktion g “rosoisuutta” (engl. roughness) ja

pe(K) on ytimen K /¢:s momentti (silloin, kun se on olemassa).

Lause 3.12 Olkoon f tiheysfunktio, f € C* ja f, f', f" € L?. Olkoon K € L' N L?,
[Z K (z)de =1, K(z) > 0, K(x) = K(—2) kaikilla x € R ja ps(K) < 0o. Olkoon
vield Xq,..., X, ~ f ii.d. otos, h, >0, n €N, ja

1 & —X,
ZK(SE ) z€R
i=1 hn

nhy, <

o 122
folz;hy) = ﬁZKhn(x—X
i—1
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fm ydinestimaattori. Silloin, jos lim, ., h, = 0, niin

MISE[f,(-; hn)] = E / ~ f(0))de (3.13)

= 4hnuz(K)2R(f”) o R(K) +0 (s + mlzn) |

nh,

Jos vield lim,,_,o, nh, = 0o, saamme erityisesti, ettd lim,,_ MISE[fn(-; hn)] =0, eli

estimaattori f,(-; hy) on tarkentuva.

Todistus: Olkoon ensin h > 0 mielivaltainen silotusparametrin arvo. Silloin
E [ fulah) = f@)Pde = [ Elfy(aih) - f(2)de
_/ [, (2:h) — f(2)]? + Var[fu(a; )]} da
= [ Bas?fuws )lda + [ Varlfu (o )]de. (3.14)
Toinen yhtélo seuraa siité, ettéd E[f, (z; hn)?] < co mk. z, silli

J2o Kz = y)2f(y)dy,2 i = J,
/% Kl = y) f)dy] i # 4,

a (K? = f)(z), (Ky * f)(r) < oo, m.k. x, koska K}, K?, f € L' (ks. huomautus 3.8).
Nyt saamme

E[Kn(z — Xi) Ki(r — Xj)] = {

Elfu(:h)] = E- i Kz — X))

= % nEK,(x — X;)
— [ K@=y f )y (3.15)
/ flz —2)Kp(z)dz
= (f* Kn)(2),

kaikilla x, missa neljannessa yhtélossa tehtiin muuttujan vaihdos z = x — y, jot-

ta konvoluutioissa saadaan haluttu jarjestys. Konvoluutio on olemassa Schwarzin
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epayhtalon nojalla, koska f(z — -), Kj, € L?. Edelleen, m.k.  saamme

Var[f,(z; h)] varl ZKh z— X ]
_ % nVar[K(z — X,)

= 2 {E[Kn(x — X)) - [EK (e — X)) (3.16)
([ (52 = [ ot -]
L o (K90 @)~ [« Kn) o))
= (K@) = 1+ K@)

Kaavoista (3.14),(3.15) ja (3.16) seuraa nyt, etté

MISE[fu(; h)] = N [(f * Kp)(x) — f(z)]dx
7m/ = () w——/ZW*&Mmma (3.17)

Johdetussa kaavassa ensimmainen termi on integroitu harha ja kaksi jalkimmaista

termia muodostavat integroidun varianssin.
Funktio K2/R(K) toteuttaa ehdon [* K(z)?/R(K)dx = 1, joten lemman 3.9

kohdan (ii) perusteella saamme

/O:O(f « (K?)p)(z)de = R(K) /o:o (f * (R[(f())h) (2)da

— R(K) { / Z f(x)de + gl(h)} (3.18)
= R(K)(1+¢e1(h))
— R(K) + 2s(h), (3.19)

missd €1(h),e2(h) — 0, kun h — 0+. Lemman 3.9 kohdan (ii) perusteella saadaan

myos, etta

[ s K@Pde = [~ fa)do+e(h) = RO +2(h). (3:20)

—00

missé e3(h) — 0, kun h — 0+.
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Lopuksi késitelladn kaavan (3.17) harhatermi. Siind

(f  Kn)(@) = () = [ [fl@—y) = F@)}Ku(y)dy.

— 00

Sovelletaan Taylorin kaavaa integraali-jaannostermilla,

fo =) = f@) = ~F@y+ [ (1= wyg? (@~ uy)du

Funktion K, symmetrisyydestd seuraa, ettd [0 yKp(y)dy = 0 joten, edellyttien
etta merkityt kaksinkertaisten integraalien ja iteroitujen integraalien yhtasuuruudet

ovat voimassa,
(= K@) = 1) = [~ { [ 0= s - waul Ky
= [ [ 0y K~ ug)dudy
= [ [T (1= D) i maa) £ npardy (321)
e e () e

missa tehtiin muuttujien vaihdos y = ™, u = 1/7, n € R, 7 > 0, jonka Jacobin
determinantti on —1/7. Perustelemme laskun hetken kuluttua. Merkitd4n kuitenkin

ensin

L) = [ (7 = VK (raar,

jolloin edellisen kaavan viimeisessé integraalissa hakasuluissa oleva lauseke voidaan

kirjoittaa muotoon

-t () [0 (5 ()

Ei ole vaikeaa néhdé, ettd L(n) < oo kaikilla n € R. Silloin saamme (3.21):sta
hyodyllisen kaavan

(f % Kp)(z) = f(2) = h*(f" * Ly)(2). (3.22)
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Perustellaan nyt (3.21):ssa tehdyt integroinnit. Ensiksi saadaan

/_OOL(n)dn = /1 (r—1) [/_Oo'rzzK(m)dn] dr
= [Te-n|[" Lr@ia (523)
- LT o2 T '

= [ (G )i [ K

1
= 5:“’2([() < 00,

missé toisessa yhtélossd tehtiin sijoitus 7n = y. Siten L € L!. Sijoittamalla y = 71,

u = 1/7 saadaan nyt

[ 10— w2 Kalo) e~ wpldudy = 1177 L)) < o0

m.k. x, koska f” € L? ja L;, € L' (ks. huomautus 3.8). Fubinin lauseesta seuraa nyt,
ettd (3.21):ssa tehdyt integroinnit ovat sallittuja.
Koska siis [*, L(n)dn = (1/2)pa(K), saadaan lemman 3.9 kohdan (ii) perusteella

[+ K@) = f@Pde = [ L) (@) o

—00 —

() L[ i) )]
_ %hﬁlm(z{)? { / O:o " () de + 54(h)} (3.24)

= WKV R(F") + hes(h),

missé £4(h),e5(h) — 0, kun h — 0+. Kaavoista (3.17),(3.18),(3.20) ja (3.24) seuraa
nyt, etta

MISE(f, (+h)] = th*ua(KR(S") + = R(K)

4
1

_%R(f) + h'es(h) + %62(’1) - 553(’1)-

Jos nyt h:n paikalle sijoitetaan h, ja h, — 0+, seuraa tésté (3.13). O
Maaritellaan ydinestimaattorin asymptoottinen keskimaarainen integroitu neliol-

linen virhe kaavalla
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/ varianssi

Kuva 3.9: Asymptoottinen integroitu nelidllinen virhe AMISE (katkoviiva) saadaan
laskemalla yhteen harhan ja varianssin osuudet (yhtenédiset viivat). Optimaalinen

silotusparametrin arvo h; minimoi asymptoottisen virheen.

1
—R(K). (3.25)

Tassé ensimmainen termi edustaa asymptoottista integroitua harhaa ja toinen termi

AMISE[f,,(-;h)] = %h“uz(K)?R(f”) +

vastaavasti asymptoottista integroitua varianssia. Olkoon otoskoko n kiintea. Silloin
havaitsemme, ettd kun h — 04, niin harhan osuus lahestyy nollaa ja varianssin
puolestaan kasvaa rajatta. Kun taas h — oo, tapahtuu tasmalleen painvastoin,
harhan osuus kasvaa rajatta ja varianssin puolestaan ldhestyy nollaa. Tilanne on
esitetty kuvassa 3.9. Jotta koko asymptoottinen virhe AMISE|[f, (-; k)] saataisiin
pieneksi, on siis 1oydettava tasapaino harhan ja varianssin valilla. Tata ongelmaa
kutsutaan joskus nimella ”bias-variance trade-oft”.

Asymptoottisesti optimaalisen silotusparamterin loytamiseksi tulee
AMISE[f,(-; h)] minimoida h:m suhteen. Asettamalla (3.25):n oikean puolen h:m
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suhteen laskettu derivaatta nollaksi ja ratkaisemalla h saadaan optimaaliseksi silo-

tusparametrin arvoksi

/5

R(K) ] -

hy = |——=—~ . 3.26

R 320

Sijoittamalla A h:n paikalle kaavaan (3.25) saadaan optimaalinen asymptoottinen
integroitu neliollinen virhe

AMISEL, (1)) = - s (KPROPIROO 0745 3.27)

Siten optimaalinen ydinestimaattori konvergoi kohti estimoitavaa funktiota vauhdilla
n~%5. Osoittautuu, ettd timé vauhti on tietyssi mielessi paras miké parametritto-
malla menetelmalla ylipaatansa voidaan saavuttaa. Téssa mielessa ydinestimaattori

on optimaalinen parametriton tiheysfunktion estimaattori.

3.5 Minimax-virhe

Lause 3.12 koski yhta kiinteata tiheysfunktiota f. Téaman lisdksi on kiinnostavaa

tutkia tiheysfunktioestimaattorin suorituskykya kokonaisessa funktioluokassa.
Olkoon

FCA{f|f:R —]0,00[ tiheysfunktio},

ferF X, ..., X, ~ fiid. otos ja fn(x) =tp(x, Xy,... , Xpn),x € R, fin estimaat-

tori. Tarkastellaan suurinta mahdollista virhetta luokassa f € F, eli suuretta

supEy ~ [fn(x) — f(SC)]QdLC = sup - Ef[fn(a:) — f(x)]zdx
feF —o0 feFJ—oo
= ?}Elg/oo /700 [w[t(w,xl,... ) — f(x)] i|:|1f(wz)da:1 dx,dx.

Kun etsitaan parasta estimaattoria koko luokassa F, ollaan kiinnostuneita niin sa-

notusta minimaz-virheesta

inf supEy [fu(z) — f(2)])*dw,
fn fEF —o0
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missé infimum otetaan yli kaikkien f:n estimaattoreiden (eli siis yli kaikkien Borelin
funktioiden t,). Termi "minimax” tulee siitd, ettd ensin otetaan infimum ja sitten
supremum.
Oletetaan, ettd on olemassa jono (a,),en positiivisia lukuja ja A > 0 siten etté
0o L
lim inf a,, inf sup E¢ [fu(z) — f(2)])%dx > A. (3.28)
n—oo fn fEF — 00
Silloin parhaankin estimaattorijonon ( fn)neN konvergenssivauhti on korkeintaan 1/a,,

yli luokan F: 16ytyy € > 0 s.e., jos A’ = A — ¢, niin

0o . !

A
sup By [ [ful(2) — f(2)]de = —, (3.29)
fer —oo (07
kaikilla f,, kun n on riittivin suuri. Kaavassa (3.28) voitaisiin vaihtoehtoisesti
vaatia, etta

aninfsupEy [fo(@) = f2)]Pdx > A"

0

In fEF —00
kaikilla n mutta talloin luultavasti A” olisi paljon pienempi kuin A ja saatu alaraja
A" /a, vastaavasti huonompi kuin A’/a, ja siksi kdytdmmekin mieluummin ehtoa
(3.28).

Jos sitten 16ytyy estimaattorijono (f),en s.e. jollain B < oo pétee

~

lim sup a,, sup E¢ - [f5(2) — f(x))*dx < B, (3.30)

n—o0 feF —0o0

~

sanomme, ettd (f*),en on minimaz-optimaalinen. (Tassd limsup:n kdyttdon patee
sama huomio kuin lim inf:n kayttoon kaavassa (3.28).) Silloin siis 1oytyy B’ < oo s.e.
suurilla n,

/ 00 B

— <swpE; [ [fi(z) - f(2)de < —. (3.31)
QAp, feF —o0 ap

Niinpé epayhtaldista (3.29) ja (3.31) seuraa, ettéd 10ytyy C' < oo s.e. suurilla n,

supEy [ [fi(2) — f(@)]Pde < Cinfsup By [ [fulx) — f(2)]2de.
feF —00 fn fEF —0o0

Sanomme, ettd 1/a, on tiheysfunktioestimaattorin (minimax-)optimaalinen konver-

genssivauhti luokassa F.
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Osoittautuu, etta tiheysfunktion ydinestimaattorilla on optimaalinen konvergens-
sivauhti monilla luokilla F ja erilaisilla virhekriteereilld mitattuna (ks. [1, 2]). Yksin-
kertaisuuden vuoksi todistamme taman optimaalisuuden seuraavaksi eraalla melko
yksinkertaisella F kéyttéen pisteittiista virhetta (integroidun virheen késittely vaa-
tisi vield jonkun verran lisétyGta).

Olkoon siis C' > 0 ja merkitaan

Frc =1{f| f € C*(R) tiheysfunktio , || flloc < C\[[f"lc < C}.

Siis |f(z)] < C, |f"(x)] < C kaikilla x € R. Olkoon z, € R kiinted ja ¢, =

tn(Xy, ..., X,) arvon f(zo) jokin estimaattori, Xq,..., X, ~ f.

Lause 3.13 Olkoon ¢¥ = (1/n) X0, Ky, (w0 — X;), missi hy, = In~°, A >0 ja K

kuten lauseessa 3.12. Silloin on olemassa B > 0 s.e.

n/5 sup Ef[or — f(a:o)]2 < B, neN.
feFac

Todistus: Merkitaan h = h,,. Olkoon f € F . Koska f on rajoitettu, on olemassa

odotusarvo

B = [ flwo — y)Knly)dy = (f * Ki)(wo).

Samaten E[(¢)?] < oo ja
Blgs — Sl = By — F(w)’ + Var(p;]
= [(F K)(ro) — F(o)* + = (7 % (R (ro) = H1(F # K3 (zo)
< [0 K)ao) — Flao)]? + —(f  (K?)a) o) (3.32)
= W2 I o) + = (F + (K2 )
= W L))+~ % (K2 o),

missé toisessa yhtélossd kiytettiin kaavaa (3.16) ja toiseksi viimeisessd yhtalossa
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kaavaa (3.22). Téssd

(s L))l = | [ "o =) La(w)dy

< [T 1" @o = wlLaly)dy
< C/O;Lh(y)dy
= m(K)C

missa toisessa epayhtalossa kaytettiin sita, etta f € Fy ¢ ja viimeisessa yhtalossa
hyodynnettiin kaavaa (3.23). Edelleen,

= @] = | [ flao=n)(Ku(w)dy
1o = )l (w)dy
¢ [ )y
_ C/O;K(y)Qdy.

CR(K).

Sijoittamalla ndmé arviot kaavaan (3.32) saadaan

IN

IA

Efl@r, — f(zo)]” < iuz(K)202h4 + %OR(K).

h
Valitsemalla b = An~'/° timén kaavan oikea puoli saadaan muotoon Bn~%°, missi
1 CR(K
B = 1M(K)QCZX1 + # O

Huomautus 3.14 Lauseen 3.13 todistuksessa saatua vakiota B voidaan optimoida

valitsemalla A sopivasti. Pienin arvo B:lle saavutetaan, kun

A= <—M2 e c) (3.33)
(vrt. (3.26)). Talloin
4/5
B— 206/5 ( M(K)R(K)) (3.34)

(vrt. (3.27)).
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Nyt siis olemme osoittaneet, ettd (3.30) patee ydinestimaattorille (pisteittéin),

kun a, = n*°.

Seuraavaksi osoitamme vastaavan alarajatuloksen, eli ettd (3.28)
pitee (pisteittdin), kun a, = n*® ja F = Fpo. Todistuksen idea on seuraava.
Kullakin otoskoolla n funktioluokka F; ¢ korvataan kahden funktion osajoukollaan

{7, [} C Fae, jossa ff ja f, poikkeavat toisistaan juuri sopivan paljon:
Ef[@n — 2> E¢[@n — 2> An~4°
sup E¢[¢n — f(zo)]" 2 max  E;[@, — f(z0)]” = An
f€F2c felfd

rilppumatta estimaattorista ¢,, ja missa A on otoskoosta n riippumaton vakio. Funk-
tioiden fI ja f, valinnassa on oltava tarkka. Jos nimittdin f;7 = f~ saadaan virheen
alarajaksi nolla valitsemalla ¢,, = f7(zq). Jos taas f,I ja f, ovat tdysin erilaiset, voi-
daan nolla-virheeseen paasta yksinkertaisella testilla X; > « eli ottamalla otokseen

Xi,..., X, perustuvaksi estimaattoriksi

. ) fi(@o), jos Xy > a
on fn_(l'o), jOS X1 <«

(ks. kuva 3.10). Alarajatuloksen todistuksessa tarvitsemme seuraavaa lemmaa.

Lemma 3.15 Olkoot f ja g tiheysfunktioita. Silloin

/_Z ' /_O:o min{i:f[1 Fla), I gl ydor - doy > 1 \/271 (1 - /°° f(:c)g(x)dx).

i=1 -

Todistus: HT. 0

Lause 3.16 On olemassa A > 0 s.e. kaikilla n pdtee

n*?inf sup E[@, — f(x0)]> > A.
¥n feFac

Todistus: Valitaan ensin kiintea fo € Fy /2 s.e. eraalla D > 0 pétee
(i) fo(z) > D, kun |z — x| < 1.
Valitaan sitten g € C? s.e.
(i) [lglle < C/2, [lg"lec < C/2 ja g(x) = 0, kun |z] > 1,
(iil) S5 9(y)dy =0,
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y = f,(x) y = fi(x)

Kuva 3.10: Kaksi tiheysfunktiota, jotka voidaan erottaa toisistaan yhteen otospis-

teeseen perustuvan testin X; > « avulla.

(iv) S22 9(y)*dy < D/2,
(v) 9(0) # 0.

Midritelldsn sitten g,(z) = n=2°g(n'/?(x — 1)), z € R ja vaaditaan vield g:sti, etté
(Vi) |gn(z)] < fo(x) kaikilla z € R, n € N.

Sopivan parin fy, g konstruointi on harjoitustehtavana.

Maaritelladn nyt

- n € N.

fn = fO — On-
Silloin f,f, f € C% [ fF(x)dx = [° f,(x)dz = 1 kohdan (iii) nojalla ja
fH(x), f(z) > 0 kaikilla z € R kohdan (vi) nojalla, joten fI ja f. ovat C*-
tiheysfunktioita. Edelleen,

{f; = fo+ 0,

gn(@) = 20?9 (0P — wo)) = ¢"(n'P(x — o)), v €R,n €N,

Ehdosta (ii) ja siitd, ettd fo € Fo,c/2 seuraa nyt, etta f,r, f,7 € Fo o kaikilla n.
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Nyt

inf sup Ef[g, — f(zo)]” > inf max E[p, — f(0)]”
#n feFac P fe{fl fa )

1
> iélf 2 {Efi [P0 = ff (20)]? + Ep- [P0 — f;(xo)]Q}

1
=0 int o {E i [9(0) + 0 (folao) — ¢ +E

én

a5, o1 5 >
=n~*%inf 2 {Ef;t [9(0) + &u)* + Ef-[9(0) — 90”]2} ’

$n
missa toiseksi viimeisessa yhtdlossd kdytettiin f7:n ja f,:n mééritelmia ja viimeinen
yhtisuuruus seuraa siité, ettd n?°(fy(zo) — $n) kiy lipi kaikki estimaattorit, kun
o, kay lapi kaikki estimaattorit.

Edelleen, jos ¢, = t,(X1,... ,X,), niin

E+[g(0) + @) = /_O:O e /_O:O[g(()) +to(2,. .. 20))? f[l fH(z)dey - - dw,

2/ / [9(0) + t (21, .. ,xn)]2min{n f;(xl),an(xz)}dq;ldxn
— 00 —00 =1 =1
ja samoin funktiolle f, . Siten

]Ef,i’ [9(0) + @L]Z + ]Ef,; [9(0) — @n]z

n

min {ﬁ (), I fn(xl)} dry - dz,.
i=1 i=1
Toisaalta, kaikilla a,b € R patee

(a+b)? + (a —b)? = 2a* + 20> > 2a°.
Valitsemalla ylld a = ¢(0), b = t,,(x1,... ,x,), saadaan yo. integraalille ala-arvio

20 [ i {1t T 00},

Valitsemalla lemmassa 3.15 f = f,I ja g = f, saadaan edelleen alaraja

29(0)? l1 - \/Qn (1 - /O:O \/mcla:)] .
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Yhdistamalla tahanastiset tulokset saadaan

inf sup Ef[p, — f(0)]? (3.35)

Pn feFso
> n_4/5% - 24(0)? l1 - \/2n (1 - /_O:O \/mdxﬂ .

Huomaa, ettd ehdon (v) nojalla g(0)? > 0. Lopuksi osoitetaan, etta kaavassa (3.35)

hakasuluissa oleva lauseke on rajoitettu alhaalta positiivisella luvulla A, joka ei riipu
n:std. Olkoon S = {z € R | fo(x) > 0}. Silloin saadaan

| V@@ = [ /i@ + g @llfo@) - gula)lde
= [ iy - ga@pde
= [ Vh@? - gy
= [ fo@)/1 = lgn@)/ fo(w)de
> [ fol@){1 = [ga(2)/ fo(a)|}da
= [ fol@yde — [ [gu()?/ fo(w))de
= 1= [0/ fol@)dz.

missd kolmas yhtélo seuraa siitd, ettd (vi):m nojalla g,(x) = 0 aina kun fy(z) =0 ja
viidennen vaiheen epayhtélo seuraa siité, etta samoin (vi):n nojalla 1—[g,(z)/ fo(x)]? <
1, kun o € S. Edelleen, ehdon (ii) nojalla g, (x) = 0, kun n'/°|z — 20| > 1 eli ainakin

silloin, kun |z — x¢| > 1. Siten

[lont@? so@lde = [ (/e < 5 [ gulw?e,

|z—20|<1

missa epayhtilossd kdytettiin ehtoa (i). Edelleen,

/j)o gn(a:)de = 45 /OO g(n1/5(x — xo))de

—00

=n op71/5 /_ g9(y)*dy
1

== /_o;g(y)2dy,

n
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missé toisessa yhtlossd tehtiin muuttujan vaihdos y = n'/?(z — x¢). Siten

[ @@= 1- = [ gy

ja saamme, etta

1 - \/Qn (1 _ /O:O ,/f;(a;)fn(x)dx>
>1- \/Qn (1 - (1 - Din/o;g(x)mx))

missd A > 0 ehdon (iv) nojalla. O

3.6 Optimaalinen ydin

Kaavoissa (3.25), (3.26) ja (3.27) on annettu lauseen 3.12 ydinestimaattorin asymp-
toottinen integroitu neliollinen virhe, tdméan minimoiva optimaalinen silotuspara-
metri A} ja sitd vastaava minimaalinen asymptoottinen integroitu neliollinen virhe,

joka voidaan kirjoittaa muotoon

AMISE[f, (- y)] = SC()R(") o,
C(K) = [u2(K)R(K)?*°. (3.36)

Optimaalinen ydin on sellainen K, jolla C(K) saavuttaa pienimmén arvonsa.

Merkitdin D(K) = po(K)R(K)?, jolloin C(K) = D(K)*°. Suure D(K) on
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invariantti skaalauksen suhteen:

n(r) = | O; 22Ky (2)dz [ / O:O[Kh(x)]Qd:cr

- LA
= /_O:O thQK(y)dy [/_O; %K(Wdyr
B /_o:o YK (y)dy [/_O; K(@/)Qdy]2 = D(K),

missd kolmas yhtdsuuruus seuraa muuttujan vaihdosta y = x/h. Ydin K mini-
moi suureen C'(K) tdsmélleen silloin, kun se minimoi suureen D(K) ja seuraavassa

lauseessa osoitamme, ettd minimoiva ydin on

3(1—42?), kun|z| <1,
0, kun |z| > 1.

K@) = 10—, = {
Lause 3.17 Olkoon K tiheysfunktio ja ps(K) < oo. Silloin D(K) > D(K™).

Todistus: Ytimen K™ toinen momentti on

1 3

% 1
MQ(K>:L1$21<1—x2)dx:g

Koska D(K) on invarinatti skaalauksessa, voimme olettaa, etta po(K) = puo( K*) =
1/5. Naéin siksi, ettd D(K}) = D(K) ja

o0 1 x 1
p2(Kp) = /_OO z? 7K (g) dx = h*pa(K) = =

kun h = 4/1/[5p2(K)]. Saamme
[ K@rdr = [T{l(K@) - K@) + K (@)

_ / TR (@) — K (0)]2de + /_ Z[K*(@]Qd:@

+ 2 [ O:O K*(2)[K (z) — K*(2)|da.
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Tassa [*_[K(x) — K*(2)])*dz > 0 ja

[ E@EE) - K@ = [ 20 -2 K@) - K@)

3 2 — K*(x)]dx
- R\[—l,l]Z(l_x )IK(x) — K*(z)]d
3. 9
_ /R\[_l,uél(x ~ DK(z)dz > 0,

missa viimeinen epayhtalo seuraa siité, etta K on ei-negatiivinen ja toisessa yhtalossa

kaytettiin sita, etta

—~

>3 2 .
/_OOZ 1 —2%)[K(z) — K*(x)]dx

= Z {/OO K(:p)dx—/oo K*(z)dr — po(K) +#2(K*)} =0,

—00 —00

koska [ K(z)dx = [,

K*(z)dxr =1 ja ps(K) = ua(K*) = 1/5. Siten

/_ O; K(2)2de > / UK (2)]2d,

—00

eli R(K) > R(K*) ja saamme viimein, ettd
D(K) = o KR = (K R(K P > o KR = D(K?). O

Funktio K* on ns. Epanechnikovin ydin. Kyseessa on erikoistapaus beta-jakauman
tiheysfunktiosta. Yleisesti f ~ Beta(c, 3,7,6), kun

x—~)H§ — )Pt un
f(x):{a N = 2)", kn w € [, 0]

0, muulloin.

Téssd o, 6 > 0, v < § ja C = C(a, 3,7,0) normalisointivakio, joka takaa ehdon
[2. f(x)dx = 1. Olkoon p € {0,1,2,...}jaa=F=p+1,v=—-1,0 = 1.

Maaritellaan

Cp(z+ 1)P(1 — )P, kun |z| <1,

0, muulloin,

K(x;p) = {
eli K(z;p) = Cp(1—2%)f. Taulukossa 3.1 on listattu eri p:n arvoilla saatavia ytimia.
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p | nimi sileys
0 | Tasainen

1 | Epanechnikov | C'(R)
2 | Biweight C'(R)
3 | Triweight C%*(R)

Taulukko 3.1: Beta-jakauman tiheysfunktiosta saatavia ytimia.

Jos estimoinnissa ei kdyteta optimaalista Epanechnikovin ydinta, voidaan kysya
miten paljon suurempi otoskoko tarvitaan jotta saavutetaan sama asymptoottinen
virhe kuin jos kaytettaisiin optimaalista ydinta. Merkitaan ytimeen K perustuvaa

ydinestimaattoria fn(, h, K). Vaadimme siis, etta

1= AMISE([fo, (5 B K9] C(K) (ﬂ)‘m

No

missa h;(,n on ytimeen K perustuvan ydinestimaattorin asymptoottisesti optimaali-

nen silotusparamtetri ja C'(K) saadaan kaavasta (3.36). Saamme téstd ehdon

na

oh l%(é?))] R

Suhde n;/ny mittaa ytimen K tehokkuutta optimaalisen ytimen K* suhteen. Tau-
lukossa 3.2 on laskettu eri ytimien tehokkuuksia. Mukaan otettu kolmioydin on
K(z) = (1—|z|);. Johtopadtoksena voidaan todeta, ettd ytimen muodolla on melko
vahan vaikutusta estimoinnin tehokkuuteen. Oleellisempia ytimen valintakriteereitéa
ovatkin haluttava tiheysfunktioestimaatin sileys tai vaikka ytimen havéminen ra-
joitetun valin ulkopuolella, mista voi olla etua laskentatyon vahentamisessa, kun

annetulla x summassa (1/n) > ; Kj(z — X;) osa termeista haviaa.

3.7 Korkeamman kertaluvun ytimet

Lauseen 3.12 todistuksessa saatiin ydinestimaattorin harhan nelion integraalille kaa-

va
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ydin [C(K™)/C(K)P
Epanechnikov | 1.000
Biweight 0.994
Triweight 0.987
Gauss 0.951
Kolmio 0.986
Tasainen 0.930

Taulukko 3.2: Eri ytimien tehokkuudet optimaalisen Epanechnikovin ytimen suh-

teen.
| Biastlfules)de = [ [Efatesh) = f@)de = [ ((f < K@) — f())de
ja tassa
(f+ Kn)a) = @) = [ [ = y) = J@)Kn(y)dy.

Todistuksessa hyodynnettiin sitten Taylorin kehitelmaa

fl@—y) = f(x) = f(2)(=y) + Ra(z,y)

ja ytimen K symmetrisyydesté seuraavaa ehtoa [ yKj(y)dy = 0, jolloin saatiin

(f % K@) = f@) = [ Rolay) Kn(y)dy = 137"  La)(a),

missd L on erds ytimestd K riippuva funktio. Tasta sitten seurasi kertaluokkaa
h* oleva harhatermi f:n keskiméériiseen integroituun nelidlliseen virheeseen (vrt.
(3.13).

Jos kuitenkin itseasiassa olisi
/ y" K (y)dy = 0, k=1,2,...,s—1

ja f € C*, saataisiin samoin menetellen, etta
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»
|
—

| =

flx—y) = flz) = FE @) (=y)" + Ri(w,y)

k=1

ja

(f* K)@) = @) = [ Ruley)Knly)dy = (9 x L)),
missa L° on erds funktio. Kun h — 04, on h® pienempaa kertalukua kuin h? jos

s > 2. Tama motivol seuraavan maaritelman.

Maéritelmé 3.18 Olkoon K € L' ja [*_ K(y)dy =1, K(z) = K(—z), z € R. Jos

s > 2 on parillinen, sanomme etta K on kertalukua s oleva ydin mikal
(i) up(K) = [ 2*K(z)dz = 0, k=1,...,s—1,
(ii) 1y(K) = [ oK ()dz # 0.

Huomautus 3.19 Ei-negatiivisen symmetrisen ytimen kertaluku on aina 2. Edel-

leen, symmetriselld K on pi(K) = 0 aina kun k on pariton.

Y1l& esitetyn epdmuodollisen padttelyn perusteella on helppo uskoa todeksi (tai itse

asiassa myos todistaa) seuraava lauseen 3.12 yleistys.

Lause 3.20 Olkoon s > 2 parillinen, f € C* tiheysfunktio, f* € L? kaikilla k =
0,1,...,sja olkoon K € L*NL? kertalukua s oleva ydin. Silloin , jos lim,,_.. hy, = 0,

nin

MISE[fo( )] = E [ [fulws o) = f(a)]%da

_ 1 2s 2 (s) 1 ( 2s 1)

Jos wvield lim,,_,, nh, = oo, saamme erityisesti, ettd lim,,_ MISE[fn(-; hn)] =0, eli

estimaattori f,(-; hy) on tarkentuva.

Ydinestimaattorin asymptoottiselle keskimaaraiselle integroidulle nelivirheelle saam-

me nyt kaavan
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p 1 1
AMISE[f,(-; ha)] = h2 g (K)*R(f) R(K
s o] = (K RO) + = ROK),
asymptoottinen optimaalinen silotusparametri on
1
1\2 2s+1
pe— | (8Y°R(K) L
2sps(K)2R(f)
ja vastaava asymptoottinen virhe on
1
P . 2s + 1 2s 2s+1 2 (s) T:—l 25 __2s
AMISE[f.(;h})] = 9 l(S')Q] [,uS(K) R(f )] [R(K)]Zs+T - p~ 2o+

2s

[ (K2 R(K)™] 7o [R(F)] T g2

25+ 1| 2s [2>H1
2s l(s!)2]
(vrt. (3.26) ja (3.27)). Erityisesti ndhdéén, ettd harhan pienenemisen johdosta vir-
heen konvergenssinopeus on parantunut: tapauksessa s = 2 (lause 3.12) se oli n=%/°
mutta nyt n m. Jos s — o0 (eli f on hyvin siled ja K korkeata kertalukua),
lahestyy NI parametrista vauhtia n !

Eras helppo tapa generoida korkeamman kertaluvun ytimia on lahtea kertalukua

k olevasta ytimestda Ky ja muodostaa kertalukua & + 2 oleva ydin K49 kaavalla

Ky () = K () + BrKp (o),

missé ay, ja O ovat sopivasti valittuja kertoimia (todistus harjoitustehtdvana).
Todellisuudessa korkean kertaluvun ytimesta saatava hyoty voi kuitenkin olla
vaatimaton ja tulla merkittavaksi vasta todella suurella otoskoolla n. Lisaksi on
huomattava, etta kertalukua s > 2 olevat ytimet saavat valttamatta negatiivisia
arvoja, joten estimaatti f,(-;h) ei ole eniié tiheysfunktio.
Lopuksi todettakoon, etta kertalukua s olevalla ytimella saatava ydinestimaattori
on minimax-mielessa optimaalinen: vauhti n"EH on paras mahdollinen sopivassa

funktioluokassa.

3.8 Silotusparametrin valinta

Seuraava esitys perustuu pitkalti kirjaan [12], josta haluttaessa voi 16ytéa lisié yksi-

tyiskohtia.
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Tarkasteltavana ongelmana on nyt siis silotusparametrin A valinta kaytannossa.

Ainakin seuraavia tapoja voidaan ajatella:

e Subjektiivinen valinta: valitaan h, joka ”nayttda hyvaltd”. Tama lahesty-
mistapa voi olla perusteltu esimerkiksi aineiston alustavassa tarkastelussa ja

visualisoinnissa.

e Automaattinen valinta: valitaan h kéytettavissa olevan otoksen Xi,..., X,
perusteella pyrkien minimoimaan esmerkiksi MISE. Téama vaihtoehto voi olla
jarkeva, kun aineiston jakaumasta ei ole ennakkoon kasitysta, kun ydinesti-
mointi on tyokaluna tilastollisessa ohjelmistossa tai myos korkeaulotteisissa

tapauksissa, missa subjektiivinen valinta on hankalaa.

e Sovelluskohtaisen kriteerin kayttaminen: esimerkiksi hahmontunnistuksessa h

voidaan valita siten, etta luokitteluvirhe minimoituu.

Toisaalta, yhden h:n sijasta on toisinaan parempi tarkastella ydinestimaatteja mo-
nilla eri silotusparametrin arvoilla. Talloin estimoitavasta tiheysfunktiosta voi olla
mahdollista saada tietoa monissa eri mittakaavoissa, eri ”resoluutiotasoilla” (ns. fa-

mily approach).

3.8.1 Nopeita ja yksinkertaisia menetelmia

Normaaliskaala (normal scale) Tamé& on yksinkertainen peukaloséénto, joka
perustuu normaalijakauman optimaaliseen silotukseen. Kun f ~ N(u,c?), voidaan
helposti laskea, ettd R(f") = 3/(8y/mc®). Kaavasta (3.26) saadaan silloin

1/5
h — lSﬁR(K)] O"I'L_I/B.

n

32 (K)?

Menetelman idea on laskea o:lle estimaatti & otoksesta Xy,... ,X,, ja ottaa silotus-

parametriksi

3p2(K)?

n

1/5
s [MR(K)] s
Voidaan esimerkiksi valita
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T - )
Efzsz\l > (X - X)2, X =

n—1i5
missa kéaytetdan tavallista merkintad s otoskeskihajonnalle.

Ylisilotus (oversmoothing) Voidaan osoittaa, etta

35
2430°

Minimi itseasiassa saavutetaan valinnalla f ~ Beta(4,4, —3,3), eli kun

min{R(f") | f tiheys, ua(f) = 0*} =

f@)=CO—-2°3, z€R

(ks. [8, ss. 165-166]). Siten, kun us(f) = [, 2% f(x)dx = 02, saadaan asymptootti-
sesti optimaaliselle silotusparametrille (3.26) ylaraja
243R(K)]"° R(K) 1'°
h; < [()] on V5 =3 l()Q] on~ Y5,
35112(K)? 3502 K)
Idea ylisilotuksessa on estimoida o otoksesta kayttaen otoskeskihajontaa s ja asettaa

silotusparametriksi

jos _g[_RE) 177 4
" 352 (K)? '

Laskemalla ndhdédan, etta kun normaaliskaalan silotusparametrissa IAzSS valitaan 6 =

s, saadaan hNS/hOS ~ 0.93. Kiytannossi hOS on hyvé ”lahtoarvo” h:lle, jota voi

sitten asteittain pienentaa halutun silotustason saavuttamiseksi.

3.8.2 Kehittyneempia menetelmia

Ristiinvalidointi (cross-validation) Olkoon f,(z;h) = (1/n) 7, Ki(z — X;)
tiheysfunktion f ydinestimaattori. Kirjoitetaan MISE[f,(-; h)] muotoon

IE/ [fulzs h) — f(x)]2dz
[ (@ R)]? x—2/ falz;h)f x)dx+/_0:0f(x)2dx}

MISE[f,(+; h
U
/ (o (s h)2da — 21[-«:/ Ful@ih)f (x)dx+/_°; flo)de.  (3.37)

=E
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Tarkoituksena on pyrkid minimoimaan MISE] fn( ;h)] h:n suhteen. Ongelmana on
se, ettéi kehitelméssé (3.37) termi 2K [ f,(z; k) f(z)dz riippuu tuntemattomasta
tiheysfunktiosta f. Huomaa, ettd viimeinen termi [°°_ f(z)?*dz ei kuitenkaan ole

ongelma, koska se ei riipu lainkaan h:sta. Nyt huomataan, etta

[ Fuwi f(a)de = B(L(GR) | X1 X,

missd E( - | Xp,...,X,) tarkoittaa ehdollista odotusarvoa annetulla otoksella
Xi,...,X,. Korvaamme taman ehdollisen odotusarvon ristiinvalidoidulla keskiar-
volla,
R 1 -
E(fn<X7 h) | X17 s 7Xn) ~ E Zf 1,n(XZa h)

S Kl — X)), z€R.

Idea ristiinvalidoinnissa on, etté ottamalla f_;,,(X;; h) suureen f,(X;; h) sijaan pyri-
taan poistamaan se optimoinnin kannalta ikava ongelma, etta tavallisesti f'n (Xi;h) —
oo, kun h — 0+.

On helppo nahda, etta
1 0o .
l_z W(Xi:h) ] - E/oofn(:v; h) f(x)da.

n

Kun pudotetaan kaavasta (3.37) vield pois h:sta riippumaton termi [ f(x)%dx, paa-

dytéén minimoimaan suureen MISE[f,, (-; h)]— f°°. f(z)%dx harhatonta estimaattoria
oo . 2 " .
LSCV(R) = [ [fulaih)de = = 3 foin(Xish).
> i=1

(LSCV = Least Squares Cross-Validation). Ristiinvalidointimenetelma valitsee silo-
tusparametriksi tAman minimoijan AV (vrt. kuva 3.11).

Taman menetelméan yksi kaytannon ongelma on se, etta tilanne ei aina ole ku-
van 3.11 kaltainen vaan funktiossa LSCV voi olla useita lokaaleja minimeja. Ratkaisu
talloin usein on valita minimikohdista suurin. Toinen ongelma on se, etta silotuspa-
flTI;SCV

rametrilla , joka nyt on satunnaismuuttuja, on varsin suuri varianssi.
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LSCV(h)

f
7 LSCV
h’n

Kuva 3.11: Ristiinvalidointimenetelmassa minimoitava funktio LSCV.

Harhainen ristiinvalidointi (biased cross-validation) Téassd menetelméssa ris-
tiinvalidointimenetelman varianssia pienennetaan lisaamalla harhaa. Voidaan osoit-

taa, etta

ER(f)(-;h)) = R(f") +

Ideana on estimoida R(f"”):44 suureella

jolloin

ja minimoida sitten
BCV(h) = A pa(K) R(f") + —T(m )

(vrt. (3.25)). Funktion BCV minimoijalle kéiytdmme merkintas hBCV.

Esimerkki 3.21 Tamén esimerkin simulointi on myd6s harjoitustehtavana. Olkoon

f(;p,0%) ~ N(u,0?) ja tarkastellaan tiheysfunktion

F=20601) + (5372179

ydinestimointia otoksen X, ..., X9 ~ f perusteella kayttaen Gaussin ydinta, kun
silotusparametriksi valitaan hX5CV tai hBOV. Koe toistettiin 500 kertaa ja saatu-
jen silotusparametrien jakaumien tiheysfunktiot (niiden ydinestimaatit) on esitet-

ty kuvassa 3.12. Kuvaan on pisteviivalla piirretty myos se silotusparametrin arvo
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RMISE — (0.318, joka minimoi ydinestimaattorin keskiméériisen integroidun neliélli-

sen virheen MISE|[f, (-; 2)] (3.9). Timé optimaalinen silotusparametrin arvo voidaan
itse asiassa laskea tarkasti esimerkkimme tilanteessa (ks. [12], kappale 2.6). Havai-
taan, etté ristiinvalidoinnilla saatava silotusparametri h2SV estimoi arvoa hMSE var-
sin harhattomasti mutta silla on jonkun verran suurempi varianssi kuin harhaisella
ristiinvalidoinnilla saatavalla silotusparametrilla AB°V. Funktioiden LSCV ja BCV
minimoijat valittiin véliltd [0.05,2]. Tamé& on téarkedd erityisesti BCV:n kohdalla,
koska BCV(h) — 0, kun h — oo, mikd ndhdain tarkastelemalla harjoitustehtavana

funktiolle BCV johdettavaa eksplisiittistd lauseketta (Gaussin ytimen tapauksessa).

Suora sijoitus (direct plug-in) Edella arvioitiin suuretta R(f”) = [ f"(z)*dz.

Jatkossa joudumme yleisemmin estimoimaan suuretta

R(f®)) = [ O:O FO(2)2de, s> 2.

Kun f on riittavan saannollinen, saamme osittaisintegroinnilla

[ rO@rde = [ @@ = (<17 [ 1 @) f(a)da.

Kun r on parillinen, merkitaan

b= [ 0@ (@)

Suureen v, estimointi voidaan perustaa siihen, ettd ¢, = Ef"(X). Olkoon L riit-
tavan saannollinen ydin ja A > 0 silotusparametri. Muodostetaan L:n ja A:n avulla

f:n ydinestimaattori ja derivoidaan se,

fuled) = LY I X))
@A) = ) - X;),

Tasta saamme 1),.:1le silotusparametrista A riippuvan estimaattorin

38



I
— LSCV
- — BCV

3.51

2.51

15

0.5

1.2 1.4 1.6 1.8 2

Kuva 3.12: Silotusparametrien A5V (yhtendinen viiva) ja hBV (katkoviiva) jakau-
mat toistokokeessa, jossa kahden normaalijakauman sekoitteesta f = % f(0,1) +
T(-:3/2,1/9) otettiin n = 100 pisteen satunnaisotos 500 kertaa. Pystyssd kulkeva
pisteviiva osoittaa ydinestimaattorin keskimaaraisen integroidun neliollisen virheen

MISE[f,(-; h)] minimoivan silotusparametrin arvon.
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S FD(X5A) Z Z (X - X;).
Voidaan osoittaa (ks. [12, luku 3.5]), ettd AMISE-optimaalinen A on nyt

FILO(0) ] T
P B ) 3.38

missa k on L:n kertaluku ja missa oletetaan, etta eraat saannollisyysoletukset ovat
voimassa.

Ydinestimaattorille (kun K > 0) saatiin aikaisemmin

utl=

missa
o= [ f@) @ = [ @) de = R(")
(vrt. (3.26)). Ajatuksena suoran sijoituksen menetelméssa on korvata 1, estimaat-

torilla 1@1()\) ja madritelld silotusparametri kaavalla

" [m(igfjﬁlw] ot

Ongelmana on se, etta ensin tulisi valita sopiva arvo A:lle. Téallaiselle apusilotuspa-

(S

rametrille kiytetaan joskus nimed ”pilottisilotusparametri” (engl. pilot smoothing
parameter). Voitaisiin esimerkiksi valita L = K ja kiyttdéd (3.38):n arvoa A = .
Mutta silloin joudutaan estimoimaan suuretta g (r =4, k = 2). Tdméan estimointi
vaatisi puolestaan 1g:n estimoinnin ja niin edelleen!

Ratkaisu tahan "muna ja kana” ongelmaan on estimoida jokin %), nopealla ja
helpolla menetelmaélla ja muodostaa sitten sen avulla rekursiivisesti ¥, _o, 1,4, ja
niin edelleen. Voidaan vaikka korvata f tiheysfunktiolla g ~ N(0,5?), missa 62 on

estimoitu otoksesta Xi,..., X, ~ f ja ottaa

. (=)
b= LIV @g@)de = o

missa jalkimmainen yhtasuuruus saadaan suoralla laskulla. Tavallinen lahestymista-

(3.39)

pa on soveltaa 2-vaiheista rekursiota (L = K > 0):
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8 32/mo?

(kaavasta (3.39)) ja missé esimerkiksi 6 = s.

2.
1/9
- [0
pa (KR
(vrt. (3.38); r = 6, k = 2) on silotusparametri ¥():1le.
3.
1/7
Ao = [—_QK(f)<O) ] T
pa(K) e (M)
(vrt. (3.38); r = 4, k = 2) on silotusparametri ¢()):lle.
4.
1/5
FopL2 _ [ R(K) ] P
! p2(K)?1ha(X2)

on silotusparametri f:n ydinestimaattorille.

Yleisesti, kayttamalla (-vaiheista algoritmia saadaan télla suoralla sijoitusmenetel-

mélld silotusparametri APFL.

Esimerkki 3.22 Tamén esimerkin kaytannon implementointiin palataan harjoitus-
tehtavassa. Tarkastellaan esimerkin 3.21 tiheysfunktiota f ja silotusparametrien
EEPM, ¢ =0,1,2 jakaumia kaytettaessa otosta Xi,..., Xi00 ~ f ja Gaussin ydinta.
Koe toistettiin taas 500 kertaa ja saatujen silotusparametrien jakaumien tiheysfunk-
tiot (niiden ydinestimaatit) on esitetty kuvassa 3.13. Teoreettisesti optimaalisen silo-

hPPLO — hNS missi

tusparamterin arvo on osoitettu pisteviivalla ja olemme ottaneet
normaalijakauman varianssina on kaytetty otoksen varianssia. Havaitaan, ettd vai-
heiden lukuméaran ¢ kasvattaminen pienentdd harhaa mutta suurentaa varianssia.
Sopivan lukumaaran hakemisessa on siis taas kyse harhan ja varianssin tasapainoit-

tamisesta. I
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T

—— DPI,0 (NS)
- - DPI1
~ - DPI,2

10 .

5+ i

E
E
B
| - —_
0.2 0.25

Kuva 3.13: Silotusparametrien ﬁBPM , £ =0,1,2 jakaumat toistokokeessa, jossa kah-
den normaalijakauman sekoitteesta f = 2 f(-;0,1) + 1 f(-;3/2,1/9) otettiin n = 100
pisteen satunnaisotos 500 kertaa. Pystyssa kulkeva pisteviiva osoittaa ydinestimaat-
torin keskimééraisen integroidun neliéllisen virheen MISE[f,(-; h)] minimoivan si-

lotusparametrin arvon. Olemme ottaneet hPFL0 = pNS

n

missa normaalijakauman

varianssina on kaytetty otoksen varianssia.
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Yhtalon ratkaisu Téssd menetelméssd otetaan A = 7(h) sopivalla funktiolla v ja

ratkaistaan numeerisesti yhtalo

p2(K)* (v (h))
Voidaan vaikka yrittda valita v siten, ettd AMISE-optimaaliselle A} ja Af (kaavat
(3.26) ja (3.38)) pitee ¥ ~ ~(h%). Silloin, jos ¥4(\5) & 14, on h* likimain (3.40):n

ratkaisu. Kaavojen (3.26) ja (3.38) perusteella voidaan péétella ~y:lle sopiva muoto:

5, (3.40)

. l2L<4>(0)u2(K)2

17
— —by /e 1/7 (1% 5/7‘

Kaytannossa ¢4 ja 1g joudutaan tietysti estimoimaan ja nain paadytaan useampi-
vaiheiseen algoritmiin aivan kuten edelld. Saatua silotuparametria merkitaan }Az,SLTE

(STE = Solve The Equation).

Silotettu ristiinvalidointi Tarkastellaan approksimaatiota

MISBLf (1)) [ (% Ki)la) — fa)de )

Valitaan ydin L ja silotusparametri A ja minimoidaan h:n suhteen suure
o . . R(K
SCV(h) = / [(fu(s A L) % Kp)(x) — folz; N, L)]2da + %,
(SCV = Smoothed Cross-Validation) missa

~

ful@id L) = -3 La(e — X))

ja A = ~(h) jollain «. Sopiva funktio v voidaan taas 16ytad teoriaan perustuen ja
tuloksena on jalleen monivaiheinen algoritmi.

Nimitys ”silotettu ristiinvalidointi” johtuu tietystd analogiasta (jota ei perustella
téassd) LSCV:n kanssa.

Suorituskyvyn vertailu Oletetaan, ettd hMSE minimoi todellisen (ei siis asymp-
toottisen) keskimagraisen integroidun nelisvirheen MISE|f,,(-; h)]. Sopivilla séannol-

lisyysoletuksilla patee silloin, etta
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/10 (iLgSCV/hnMISE _ 1) — N(0,0t50y), kun n — oo,

missa konvergennsi tapahtuu jakaumamielessa. Siten ﬁ%scv:n suhteellinen virhe kon-
vergoi kohti nollaa nopeudella n=/. Sama pitee BCV:lle.
Edelleen,

n/14 (ﬁgplﬂ/h%lSE - 1) — N(0,0ppy), kunn — oo.

Siten pilottisilotus auttaa huomattavan paljon, ainakin asymptoottisessa mielessa.
Samaa vauhtia konvergoivat silotusparametrin valintamenetelmat saadaan myos
STE:sta ja SCV:sta. DPI- ja SCV-menetelmista on my0s versiot, joissa konvergens-

1/2 eli parametrista luokkaa.

sinopeus on n~
Kaytannon estimointiin voi suositella DPI-; STE- ja SCV-pohjaisia algoritmeja.

Sen sijaan LSCV ja BCV eivat ole yhta hyvia.

3.9 Adaptiivinen ydinestimointi

Esimerkki 3.23 Olkoon f(-;u,02%) ~ N(u,0?) ja tarkastellaan tiheysfunktion

f =26 =3/2,1) + Lf(53/2.1/9)

ydinestimointia otoksen X7,... , X099 ~ f perusteella kayttden Gaussin ydinta. Ku-
vassa 3.14 on esitetty eri silotusparametrin arvoilla saatavia estimaatteja. Selvasti-
kaan sama h ei ole hyva kaikilla x: oikean puoleisen piikin hyva estimointi vaatii
pienen silotusparamterin arvon, joka puolestaan johtaa vasemman puoleisen piikin

alisilotukseen. I

Johtopaatos edellisesta esimerkista on, ettd h:n voisi olla syytad muuttua esti-
mointialueen mukana. Voisimme esimerkiksi korvata kiintean luvun A funktiolla

h: R —]0, 00, ja méadritelld ydinestimaattorin kaavalla

: h(lx)K (xh_(ac))(> , TER. (3.41)

Talloin siis itseasiassa eri x:n arvoilla saadaan eri estimaattorit.

fulesh()) = -

n
1=
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0.1

0.4

0.3

0.2
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Alkuperainen tiheysfunktio

-5 0
h=0.7
-5 0
h=0.5
-5 0
h=0.3
-5 0

h=0.8

0.4
0.3
0.2
0.1
0
-5 0 5
h=0.6
0.4
0.3
0.2
0.1
0
-5 0 5
h=0.4
0.4
0.3
0.2
0.1
0
-5 0 5
h=0.2
0.4
0.3
0.2
0.1
0
-5 0 5

Kuva 3.14: Eri silotusparametrin arvoilla saatavia ydinestimaatteja kun kahden nor-
maalijakauman sekoitteesta f = 3f(;—3/2,1) + 1f(-;3/2,1/9) on otettu n = 100

pisteen satunnaisotos.
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Vaihtoehtoinen idea on ottaa oma silotusparametri h; kullekin otospisteelle. Sil-

loin saamme

"1 (L’—XZ
—K cR.

~

olw; (i) =

Tasséa tapauksessa meilla siis on vain yksi ydinestimaattori, joka kayttaa silotuspa-
rametrijonoa (hq,... ,h,). Summassa olevan ytimen leveys riippuu otospisteesté ja
voimme valita h;:n siten, etta se heijastaa ostospisteiden tiheytta X;:n lahelld: iso
h;, kun otospisteita on harvassa ja pieni h;, kun niita on tiheassa.

Kummallakin adaptiivisella estimointitavalla on mahdollista parantaa estimointi-
tulosta MISE-mielessa. Eras jalkimmaisen menetelméan versio on Breimanin-Meiselin-
Purcelin estimaattori, joka perustuu ns. k-lahinaapuri etaisyyteen.

Olkoon siis k € {1,... ,n — 1} ja merkitaédn di(X;):11d etdisyyttd X;:std sen k.

ldhinaapuriin. Toisin sanoen, joukko {|X;—X,| | j=1,... ,n, j # i} permutoidaan,
1Xi = Xy <X = Xl <+ <X — Xy

ja merkitddn dy(X;) = [ X; — X(y)|. Sitten otetaan h; = hdi(X;), ¢ = 1,... ,n, missd

h > 0 on kaikille otospisteille yhteinen globaali silotusparametri.

3.10 Reunat

Esimerkki 3.24 Olkoon f ~ Exp(1) eksponenttijakautuneen (odotusarvolla 1) sa-

tunnaismuuttujan tiheysfunktio. Siis,

ﬂmz{eﬂ’mza

0, x < 0.

Jos nyt kaytetaan jotain tavanomaista ydinta, kay helposti niin, etta fn(x, h) >0
vaikka x < 0. Tama voi olla epétoivottavaa, koska itse tiheysfuktio talloin kuitenkin
hévidéd (ks. kuva 3.15). Erdéni ratkaisuna onkin ottaa kéyttoon erityiset reunayti-

met. H
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ydinestimaatti y = f,(x; h)

Kuva 3.15: Jos exponenttijakauman tiheyttd (yhtendinen viiva) estimoidaan tavan-

omaiseen ytimeen perustuvalla ydinestimaattorilla (katkoviiva), voi tulos olla epé-

toivottava, koska myos arvoille x < 0 tulee estimaatissa positiivinen todennéakoisyys.
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Reunaytimet (boundary kernels) Reunaytimista l6ytyy tarvittaessa lisdtietoa
kirjan [8] luvusta 6.2.3.5. Oletetaan, etta f on tiheys ja f(x) = 0, kun z < 0. Ideana
reunaydinmenetelmassa on annetulla silotusparametrilla h kayttaa erikoisydinta va-
lilla [0, h] oleville otospisteille ja tavallista ydinté vélilla |h, co[ oleville otospisteille.

Yksi vaihtoehto erikoisytimeksi on ns. leijuva (engl. floating) reunaydin:

Ke(w) = Slle+ 1) = 20+ 20 — ofr — e+ 20T jeer ()

Téssd parametri ¢ € [—1,0] midrdd ytimen muodon. Erityisesti K¢ havida valin
[c, c+2] ulkopuolella (ks. kuva 3.16). Tamé ydin on luvussa 3.6 mééaritellyn biweight-
ytimen K (z) = (15/16)(1 —2*)2 modifikaatio. Reunalla modifioitu ydinestimaattori

saadaan nyt maarittelemalld ¢; = —X;/h, i =1,... ,n ja

n
A~

falwit) =14 30 (K@= X)+ ¥ Kiw - X)

X,€[0,h] X; [(1),h]
Ydin K¢ on maaritelty siten, ettd momenttiehdot
/ K¢(x)dx =1 ja / K (z)dx =0
ovat voimassa; jalkimmainen ehto takaa harhan pienenemisen kuten Lauseessa 3.12.
N&in maaritelty ydin toimii hyvin esimerkiksi juuri tiheysfunktiolle f ~ Exp(1)
mutta ei esimerkiksi jos f ~ Beta(3,9,0,1) (ks. kuva 3.18). Parempi reunaydin

onkin nyt ns. "nollaydin”

15
K%(z) = F(l‘ —¢)*(24 ¢ — 2)?[(7¢® + 14c+ 8) — Ta(c+ 1)|1pe49(2),
koska sille patee (K%)(0) = (K%¢)'(0) = 0, eli ydin toteuttaa samat reunaehdot
kuin estimoitava tiheysfunktio (kuva 3.17). Tata ydinta kaytettdessa Beta(3,9,0,1)
tiheyden estimointi onnistuu origon ldhelld jo varsin hyvin (kuva 3.18). Reunaytimii

valittaessa on siis oltava tarkkana erilaisten haitallisten efektien varalta.

Reunaheijastus Oletetaan taas, ettd f(x) = 0, kun = < 0. Lisdtd4n otokseen

Xi,..., X, ~ f pisteet —X4,..., =X, ja maaritellaan

falz:h) = ;n {jZlKh(x - X))+ iKh(a: + Xi)} .

=1
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2.5F c=-0. b

c=-04
15fF b
c=-0.6

c=-0.8
0.5f 1

_05 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

-0.5

Kuva 3.16: Biweight-ytimesta modifioimalla saatu leijuva ydin. Ylemmassa kuvassa
leijuvan ytimen K¢ kuvaajat kun ¢ = 0,—0.2,—0.4, —0.6, —0.8 ja -1. Alemmassa
kuvassa vastaavasti datapisteisiin X; = 0,0.2,0.4,0.6,0.8 ja 1 liittyvat ytimet oikeille
paikoilleen asetettuna kun niita kaytetdan ydinestimaatissa ja h = 1. Datapisteet
ja niita vastaavat ytimet on merkitty pystysuorilla viivoilla ja niiden paissa olevilla

pienilla ympyroilla.
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Kuva 3.17: Biweight-ytimesta modifioimalla saatu nollaydin. Esitys kuten kuvassa
3.16.
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T T
— Exp(1) tiheysfunktio
1.2 A - - Biweight ydinestimaatti |
I Leijuva ydinestimaatti
1k ! \ — — Nollaydinestimaatti
0.8 B
0.6 b
0.4 B
/
/
0.2f , i
/
ol—= .
\ /
\ /
-0.21 \/ B
1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5
1.4 T T
— Beta(3,9,0,1) tiheysfunktio
oL — - Biweight ydinestimaatti 1
L Leijuva ydinestimaatti
— — Nollaydinestimaatti
1r 7 g
/
Vi 7/
/ 4
0.8 s 1
a4
/7
0.6 7 1
</
P /
0.4 _ i
- - - 7
- 7
0.2f 1 s -
- 7
0 — 1 1 1 1
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

0.08

Kuva 3.18: Esimerkkeja ytimen valinnan vaikutuksesta estimointialueen reunal-

la. Ylemméssd kuvassa on Exp(1l)-jakauman tiheysfunktiota estimoitu tavallisella

biweight-ytimella, leijuvalla ytimella ja nollaytimella kun n = 100 ja h = 0.93.

Alemmassa kuvassa on vastaavasti estimoitu Beta(3, 9,0, 1)-jakauman tiheysfunktio-

ta, kun n = 100 ja h = 0.11. Kuva nayttaa tuloksen tasta jalkimmaisesta tilanteesta

origon laheisyydessa.
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Lopulliseksi estimaattoriksi otetaan sitten

S 2fp(zih), >0
fula:h) = { 0, x < 0.

Silotusparametria h valittaessa on otoskokona oltava n eika 2n.
Lopuksi todettakoon, etta laskuharjoituksissa tarkasteltu transformaatiomenetel-

mé on joskus myos kayttokelpoinen reunaongelmissa.

3.11 Ydinestimointi avaruudessa R?

3.11.1 Dimensiokirous

Termi ”dimensiokirous” (curse of dimensionality) on peréisin R.E. Bellmanilta vuo-
delta 1961. Han kaytti sitda kuvaamaan kombinatorisen optimoinnin vaikeuden eks-
ponentiaalista kasvua avaruuden dimension funktiona.

Olkoon d > 1 ja ajatellaan avaruuden R pistetti x pystyvektorina

A
r=[ry,...,z,] =] : | eR%

Tq

Téssd T siis merkitsee transpoosia. Kéytdmme z:n normille merkintdd ||z| =
Vat+ -+ a2,

Olkoon nyt X : Q — R? satunnaisvektori. Olkoon p € R? ja ¥ € R¥™? sym-
metrinen positiivisesti definiitti d x d matriisi (eli X7 = ¥ ja 27%z > 0 kaikilla
r € R\ {0}). Sanomme, ettd X:11& on multinormaalijakauma odotusarvolla 1 ja
kovarianssimatriisilla 3, jos X:n jakaumalla on tiheysfunktio

1

. ——— (DR CED) d
A > ", weR

missé |X| on matriisin ¥ determinantti. Merkitsemme talléin X ~ N(u,X). Voidaan
osoittaa, etti EX = p ja E[(X — u)(X — pn)T] = %.

Olkoon nyt f ~ N(0, I;), missd I; on d x d identtinen matriisi, eli f on standardi
d-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio. Miten sijaitsevat télloin avaruudessa
R? ii.d. otoksen Xi,...,X, ~ f pisteet X,;? Tilastotieteesti tiedetiin, etti jos
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Tiheys

d 12

Kuva 3.19: Kun X; ~ N(0, I,), on satunnaismuuttujalla || X;||* jakauma 3.

Ziy...Zq ~ N(0,1), on satunnaismuuttujan Y%, Z? jakauma x? ("khi toiseen

d:114 vapausasteella”). Koska nyt
Xi == [Xi17"' aXid]Ta Xl] NN(Oal)v

ja X1, ..., X;q ovat riippumattomia, on siis
d
2 2 2
| Xal]* = ZXij ~ Xd-
=1
Jakauman x? odotusarvo on d ja varianssi 2d, joten

E||X;|]? = d, Var|| X;[|* = 2d

(ks. kuva 3.19).

Voidaan siis ajatella, etté suurella todennikdisyydelld ||| X;|? — d| < 2v/2d, mis-
ta pienella laskulla voidaan paatella, etta kun d on suuri, sijaitsevat otospisteet X;
origo-keskisessi pallonkuoressa, jonka paksuus on 2v/2 ja etiisyys origosta v/d! Li-
siksi 2v/2 / Vid — 0, kun d — oo, joten otospisteiden keskittyminen tdmén kuoren
sisaan on sita selvempaa mita korkeammasta dimensiosta on kysymys. Tilannetta
havainnolistaa kuva 3.20.

Korkeissa dimensiossa kaikki data nayttaa siis olevan jakauman hdnnilla. Kos-
ka hannilla tiheys on alhainen, ei ole yllatys, etta korkeadimensioisissa avaruuksissa
ostospisteet ovat hyvin harvassa. Tama voidaan todeta myos suoralla laskulla seu-
raavasti. Kun i # j, on X; — X; ~ N(0,21,), joten (1/v/2)(X; — X;) ~ N(0, ).

Tasta seuraa, etta
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Kuva 3.20: Kun dimensio d on korkea, otospisteet X; ~ N(0, [;) sijaitsevat origo-

keskisess# v/d-siteisessé pallon kuoressa, jonka paksuus on v/d.

1(1/vV2)(X; — X;)|1> ~ X3,
joten
E(|X; — X;||* = 2d, Var|| X; — X;||* = 4d

(ks. kuva 3.21). Erityisesti ndemme, ettd pisteiden X; ja X; vélinen keskimidrénen
etaisyys E||X; — Xj|| kasvaa rajatta, kun d — oo.

Tama otoksen harvuus merkitsee sita, etta kaytettaessa ydinestimointia korkeissa
dimensioissa (ks. seuraava luku) taytyy silotusparamterin h olla suuri varianssin pi-
tamiseksi kurissa. Suuri silotusparametri kuitenkin kasvattaa harhaa (vrt. kuva 3.9),
jolloin estimoitavan tiheysfunktion yksityiskohtia ei saada nakyviin. Paras ratkaisu
olisikin, jos otoskoko olisi hyvin suuri mutta se ei valitettavsti ole kaytannossa usein-
kaan mahdollista. Tama "tyhjan avaruuden ongelma” onkin tilastotieteen versio

dimensiokirouksesta.
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Tiheys

2/d

2d 1X: — X1

Kuva 3.21: Kun satunnaismuuttujilla X; on standardi multinormaalijakauma ja i #
4, on satunnaismuuttujalla (1/v/2)||X; — X;||? jakauma x2, joten E||X; — X;|? = 2d
ja Var||Xz - XjHQ = 4d.

3.11.2 Ydinestimaattori

Olkoon f : R?Y — [0, 00| tiheys, X1,... , X, ~ f, K : R? — R ydin, fpa K(z)dz =1
ja H symmetrinen positiivisesti definiitti d x d matriisi, ns. silotusmatriisi. Maarit-

telemme talloin f:n ydinestimaattorin kaavalla
~ 1™
fulws H) = =3 Ku(x — X3), = €RY,
s

missa

1 _
Ky(z) = mK(H 122), © e R%

Tassé matriisit /2 madritellddn kaavalla H+Y/2 = UAF/2UT kun H = UAUT
on H:n ominaisarvohajotelma. Siis, U on ortogonaalinen matriisi, jonka sarakkeet

muodostavat H:n ortonormaalit ominaisvektorit ja

A1 0
A =diag(A, ..., \g) =
0 Ad

on lavistajamatriisi, jonka lavistajaalkioina ovat H:n ominaisarvot ja merkitsemme
. +1/2 +1/2
AEY2 = diag(\] 2 J Ay / ).
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Esimerkiksi d-ulotteinen, matriisilla H skaalattu Gaussin ydin on

1 1l TH- 1y d
KH(.T)—W€2 ,.CEER
eli Ky ~ N(0,H).
Ydinestimointi toimii d-ulotteisessa avaruudessa samaan tapaan kuin 1-ulotteisessa
tilanteessa. Otospisteiden X; kohdalle asetetaan sopivasti skaalatut ydinfunktiot,
ytimet summataan yhteen ja tulos normeerataan jakamalla n:1la. Kuvassa 3.22 tata

on havainnollistettu tapauksessa d = 2.

Onko kéaytetyn ytimen muodolla vaikutusta estimointiin? Olkoon
U = [uy,...,ug), missd u; on H:n ominaisarvoon \; liittyvé ortonormaali ominais-
vektori, Hu; = A\ju;, 7 = 1,...,d. Gaussin ytimen Ky tasa-arvopinnat saadaan

chdosta #7 H'z = ¢, missd ¢ > 0 on vakio. Jos v = Z;l:1 §u;, saadaan tasta ehto
9, & /N = ¢, joka madrdd ellipsoidin avaruudessa R? (ks. kuva 3.23). Voidaan
osoittaa, ettéa joskus estimointitulos paranee, jos f:n ja Ky:n kovarianssit (muodot)
ovat lahelld toisiaan (vrt. kuva 3.24).
Olkoon sitten k 1-ulotteinen ydin. Kaksi suoraviivaista tapaa konstruoida k:sta

lahtien d-ulotteinen ydin on muodostaa tuloydin tai pallosymmetrinen ydin:

K(z) =1L k), z=[z1,... 24" € RY "tuloydin”
K(z) = Crak(||z]), = €RY  “pallosymmetrinen ydin”.

Yksinkertaisimmillaan silotusmatriisin H voi valita diagonaaliseksi:

A 1 n T — X, Tq— X;
H = diag(h2,... B2, f(v:H)= —— K(i——EH.JL—ﬂ>
lag( 1 ) d)ﬂ f (xa ) nh1~~hd; hl 3 ) hd 3

tai viela yksinkertaisemmin

. _ X,
H = diag(h?, ..., h%) = 12, fo(a:H) = mz ( ).

Esimerkki 3.25 Tarkastellaan ydinestimointia avaruudessa R%  Olkoon f(-, i, X)

jakauman N (u, ) tiheysfunktio ja tarkastellaan sekoitetta

= %f('?ﬂl:IZ) + %f('a/h,[ﬁ + %f(':ﬂs:h);

106



Kuva 3.22: Ydinestimointi avaruudessa R%. Kuvaan on piirretty 6 otospistettid ja
ydinestimaatin tasa-arvokayrat kun kaytetaan standardia Gaussin ydinta ja silotus-
matriisia 1.52I,. Ytimid on havainnollistettu katkoviivoilla piirretyilla ympyroilla,

joiden sade on 1.5.
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X2

u2 u

1

vV C/\Q

Kuva 3.23: Gaussin ytimen tasa-arvopinnat ovat ellipsoideja. Ellipsoidin paaakse-
lien suunnat maaratyvat kovarianssimatriisin ominaisvektoreista u; ja puoliakselien

pituuksien suhteet riippuvat vastaavista ominaisarvoista ;.
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Kuva 3.24: Joskus estimointi on tehokkaampaa, jos estimoitavan tiheyden f ja ydi-

nestimoinnissa kaytetyn ytimen Ky muodot ovat lahella toisiaan.

missé p; = [—3 0], pue = [0 0]7 ja puz = [3 0]. Kuvassa 3.25 on esitetty Gaussin

ytimelld saatava ydinestimaatti kokoa n = 450 olevalle otokselle tiheysfunktiosta f

0.52 0
H = .
[ 0 0.4 ]

Ylimméan kuvan hajontakuviosta ei selvastikdan pysty padttelemasan f:n kolmihuip-

kun silotusmatriisina on

puista muotoa. Sensijaan keskimmaisen kuvan tasa-arvokéyréaston ja alimman kuvan
pinnan muodon perusteella kolmihuippuisuus on ilmeista. Esimerkki osoittaa ydi-

nestimaatin potentiaalisen hyodyn aineiston havainnollistamisessa. I

Lauseen 3.12 todistus voidaan helposti yleistdd tapaukseen H = h?I;, jolloin

saadaan seuraava tulos.

Lause 3.26 Olkoon f € C?*RY) tiheysfunktio ja oletetaan, etti f,0f/0x;,
O*f J0x;0x; € L*(RY), 4, =1,... ,d. Olkoon K € L'(RY)NLA(R?), [pa K(z)dx =1,
K(z) > 0, K(—z) = K(x) kaikilla x € R, [gax;x;K(x)dz = 0 kun i # j ja
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Kuva 3.25: Esimerkki tiheysfunktion ydinestimoinnista dimensiossa d = 2. Ylim-
massa kuvassa on kaytetty aineisto, n = 450 pisteen otos kolmen normaalijakauman
sekoitteesta. Keskimmaisessa kuvassa ydinestimaatti on esitetty tasa-arvokayrina ja

alimmassa kuvassa avaruuden R3 pintana.
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o T K (2)de = pe(K) < 00, kun i = j. Silloin, jos h,, — 0 ja H, = h?1;, on
Jra wizi K (z) pi2(K) : J ' J j nla,
MISE(f, (5 Ho)) = E [ [fula: Hy) = f(@)de

o 1 4 2 2 R(K) 4 1

missi R(V2f) = Jpa[X0_y 0*f /0222 dx. Jos siis vield lim,_..o nh? = oo, saamme

erityisesti, ettd lim,,_, MISE[fn(-; H,)] =0, eli estimaattori fn(, hy) on tarkentuva.

Tavalliseen tapaan saamme lauseen 3.26 perusteella, etta asymptoottisen virheen

R(K)
nhd

AMISELf, (+ H,)] = {hua(K)°R(V* ) +

n

minimoiva silotusmatriisi on H* = (h*)?I;, missa

lm(fcflig)vm] e

ja vastaava optimaalinen asymptoottinen virhe on

h, =

AMISE[f, (- H3)] = [ma(PIARGOP ] [ROV2 )],

Jos erityisesti f ~ N(u,0%I;) ja K ~ N(0, 1), saadaan (HT)

4 N7 ;
h*z(—) o-n
" d+2

ja

d
p d+4\ [d+ 2\
AMISEL, (+ H})] = (4m) %/ ( . ) ( . ) o i
Dimensiokirous nékyy ylldolevissa kaavoissa selvésti: eksponentti —4/(d+4) lahenee
nollaa, kun d — o0, joten estimointivirheen konvergenssivauhti hiipuu suurilla d.
Tama on selva ero parametriseen estimointiin, jossa konvergenssinopeus suurimman

uskottavuuden estimoinnissa on 1/n dimensiosta riippumatta.

Esimerkki 3.27 Seuraava dimensiokirousta valaiseva numeerinen esimerkki on pe-
riisin kirjasta [9] ja siind tutkitaan tiheysfunktion arvon f(0) estimointia, kun d
kasvaa. Olkoon f, K ~ N(0,1,), ja fn(,Hn) ydinestimaattori, jossa H, = h2l,
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d\1 9 3 4 5 6 7 8 9 10
n|4 19 67 223 768 2790 10700 43700 187000 842 000

Taulukko 3.3: Eri dimensioissa d tarvittava otoskoko tarkkuuden (3.42) saavuttami-

seksi kun estimoidaan standardi normaalijakauman tiheysfunktiota origossa.

ja hy, on valittu siten, et virhe E[f,(0; H,) — f(0)]? minimoituu. Haluamme niin

tarkkaa estimointia, etta

]E[fn(03 Hn) - f(o)]Q
f(0)?

Numeerisella laskulla saadaan selville kussakin dimensiossa tarvittava otoskoko, jolla

<0.1. (3.42)

tama suhteellisen virheen tarkkuusvaatimus toteutuu. Tulokset on annettu talukos-
sa 3.3 ja niista nahdaén, etta estimointitehtava vaikeutuu erittain nopeasti dimension

kasvaessa.

Tekemalld sopivat oletukset f:std, K:sta ja jonosta (H,) voidaan todistaa lau-

seen 3.26 yleisempi versio (ks.[12, kaava (4.9)]),

. 1 R(K
AMISE[f, (< H,)] = Lol KPR, G ) + )
4 n]Hn/ ]
missd Gy = [0*f/Ox;x;] on fin Hessin matriisi ja tr tarkoittaa matriisin jalkea,

trB = Z?:l biia kun B = [bU]
Jos f ~ N(u,%) ja K ~ N(0,1;), voidaan osoittaa ([12, harj. 4.7]), ettd ydines-
timaattorin AMISE-optimaalinen silotusmatriisi ja vastaava asymptoottinen virhe

ovat

4 d+4 1
= () s
" d+ 2

AMISELf 3 1) = (am) () (122) T e
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T2

X

Kuva 3.26: Todellinen tilastollinen aineisto usein likimaaraisesti sijaitsee alkuperai-

sen avaruuden R¢ melko matalaulotteisella alimonistolla.

Taman johdosta voidaan pitaa jossain maarin perusteltuna myos mielivaltaisen tun-
temattoman f:n tapauksessa ottaa H = hQEA], missi 3 on otoksesta X,..., Xy~ f
estimoitu kovarianssimatriisi (vrt. myos kuva 3.24). Ongelmana on sitten endé 16y-
taa sopiva h > 0.

D. Scottin [8] mielestd edelld kuvattua suurempi dimensiokirousonglema on se,
ettd otospisteisto {X1,..., X, } C R? usein sijaitsee avaruuden R? melko matalau-
lotteisella monistolla (so. ”pinnalla”, vrt. kuva 3.26). Scottin mukaan todellisen
tilastollisen aineiston efektiivinen dimensio on harvoin suurempi kuin 5. Usein esti-

moinnissa edetdankin kahdessa vaiheessa:

1. Datan dimensiota pienennetéén sopivalla kuvauksella ¢ : R? — RY | d' << d.
Yksi esimerkki on tilastollisessa analyysissa usein kaytetty ns. paakomponent-

timuunnos.

2. Suoritetaan tiheysfunktion estimointi aineistolle p(X), ..., ¢(X,) avaruudes-

!
sa R,
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3.12 Eraita muita menetelmia

3.12.1 Lahinaapuriestimaattori

Olkoon f : R — [0, 0] tiheysfunktio, Xi,..., X, ~ f ii.d. otos ja x € R. Olkoon

(X(i)) otospisteiden permutaatio siten etta

|z — Xyl <o —Xg| < <z — X

jak e {l,... ,n}. Olkoon edelleen di(z) = |x — X()| 2:n ja sen k:nnen lahinaapurin

valinen etaisyys ja méaaritellaan

ol = gyl

Sanomme, ettd f,(+; k) on tiheysfunktion f k-lihinaapuriestimaattori. Tamé esti-
maattori on varsin luonnollinen ainakin kun 1 << k << n, koska talloin

SRR el i)+ ) = [T f(0de~ 200 (0),

joten
k/n
fl@) = o=
Silotusparametrin rooli on nyt k:lla. Voidaan osoittaa, etta jos k,, — oo ja k,/n — 0,
niin
folz; k) — f(z), kun n — oo,
stokastisen konvergenssin mielessa.

Jos K = (1/2)1;_1 1}, voidaan myds kirjoittaa

kunhan vaan |v—X;)| < |[t—Xq41)], ¢ =1,... ,n. Ndhdaén siis, etta fu(-: k) on itsea-
siassa muotoa (3.41) oleva adaptiivinen ydinestimaattori. Yleistetty k-lihinaapuri-
estimaattori saadaan korvaamalla K = (1/2)1[_1 ;) mielivaltaisella ytimella.

Huonoja puolia k-lahinaapuriestimoinnissa ovat:
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e f.(-; k) eiole tiheysfunktio. Itseasiassa [*_ f,(z; k)dz = oo (HT). Siten f,, (x; k)
on mielekés estimaattori vain yksittaisissa pisteissa.

~

o f.(-; k) ei ole siled (HT).

Lopuksi todettakoon, ettd yo. tarkastelut yleistyvit suoraviivaisesti avaruuteen R¢.

3.12.2 Otogonaalisarjaestimaattori

Tata estimaattoria kasiteltiin jo aikaisemmin luvussa 2.5. Tarkastellaan funktioava-
ruutta L?(D), missd esimerkiksi D = [0,1] tai D = R. Olkoon edelleen (¢)ren
ortonormaali kanta L?(D):ssa. Jos f € L*(D) on tiheysfunktio ja Xy,..., X, ~ f

on i.i.d. otos, voidaan f esittda sarjana
o0
f=2" arpr, ar = Epp(Xy)
k=1
ja luonteva estimaattoori on
N m 1 n
k=1 i=1

Integroitu neliovirhe voidaan tavalliseen tapaan hajottaa harha- ja varianssiosiin-

sa,

MISE[f, (m)] = [~ [Efulaim) = f@)de+ [~ Varlf,(wim)da.

Koska Eay, = az, on Ef,(x;m) = Y™, arer(x), joten harhalle saamme
o0 2 oo
/ [Ef,(x;m) — f(z)]?dx :/ [ > akwk(x)] de= > a.
—0 T | k=m+1 k=m-+1

Varianssille puolestaan patee

| Valfu(esmde = [~ Blfu(aim) — By (om)da

= E [T 13— )o@ = E Y (i — 00)* = 3 Bl — ac)”
T k=1 k=1 k=1
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Kuva 3.27: Integroitu neliéllinen virhe MISE (katkoviiva) saadaan laskemalla yhteen
harhan ja varianssin osuudet (yhtendiset viivat). Optimaalinen silotusparametrin

arvo m; minimoi kokonaisvirheen.
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Néin saamme harha-varianssihajotelman

MISE]| fn im Z a2 + Z E(agn — ar)?. (3.44)

k=m+1

Silotusparametrin rooli on nyt m:lla ja optimaalisen tuloksen saavuttamiseksi m:n

tulee riippua sopivasti otoskoosta n, eli m = m,, (vrt. kuva 3.27).

Lause 3.28 Olkoon |¢i(z)| < C kaikilla x € D,k € N. Oletetaan, etti m,, — oo,

mp/n — 0, kun n — oo ja olkoon
k=1
Silloin MISE|[f,,(-;m)] — 0, kun n — oo.

Todistus: Kaavassa (3.44) harhatermi 32, . ai ldhestyy nollaa, kun n — oo,
koska m,, — 0o ja 52, a2 = [% f(z)*dz < .

Varianssitermille saadaan

E(ar, — ar)® = Var[ag,]

Téassd Egg(X1) = ay ja saamme

Mn 1 Mn 1 Mn 1 mn
S E(arn —ar)’ ==Y Epp(X1)? — =D ap < = > Epp(X1)?
k=1 ny n,= ny=
Toisaalta
—ZESOle :_Z/ pn(x)? f(x)dr < P70 — 0,
n
kun n — oo. O
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Yleisempi ortogonaalisarjaestimaattori on
R o
k=1
missé (Agn) = (Agn)ren on otoskoosta n riippuva painojono. Jos

L, k< my,
)\kn:
0, k>m,,

saadaan aikaisempi estimaattori. Nyt voidaan kuitenkin paasta parempaan tulokseen

valitsemalla (A, )ken s.e. MISE minimoituu. Saadaan

MISE[f,(-; (Akn))] = ]E/jo {i[)\kndkn —ak]%(if)} dzx
= Z E )\;ma;m — ak]

= i { )\;mak — ak —I— Val"[)\]m&]m]} .

k=1

Tassa

. . A
Var[Aenlrn] = AL, Var|ag,] = %Var[gpk(Xl)],

joten

Funktion g(\) = a(1l — \)? + b)\Q, a,b > 0, minimi on kohdassa A = a/(a + b) ja
g(a/(a+b)) =ab/(a+b). Siten optimaalinen painojono on

A = o
A + LVar[pg (X))

*

ja

MISEL, - ()] = 3 { sl

Kertoimet Ay, kuitenkin riippuvat (ax:mn ja Var[pg(X;)]n kautta) tuntemattomasta
funktiosta f, jota juuri yritetaan estimoida, joten kaytannossa Aj, joudutaan esti-

moimaan jollain tavoin.
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Viela yksi ehdotus on ottaa

(1+ ME*™)71 k <n,
)\kn =
0, k>n
ja siis
£ " &k’n
a5 (Akn)) = T o .
) = 3 (1% ) o
Parametrit A ja m voidaan méarati hakemalla MISE[f, (-; (Arn))]:lle estimaattori ja
minimoimalla se Am ja m:mn suhteen. Jos otetaan m = 2 ja A = Cn~%%, C' > 0,

voidaan osoittaa, etta
MISE[fu(; (Aen))] = O(n=*?),

kun f € C?([0,1]) ja lisdksi f(0) = f(1), f/(0) = f/(1). Tama tulos seuraa B.L.S.
Prakasa Raon kirjan ” Nonparametric Functional Estimation” (Academic Press 1983)
sivun 162 harjoitustehtavasta 13. Myos muuta ortogonaalisarjaestimaattoriin liitty-
vaa materiaalia l0ytyy tasta kirjasta.

Haittapuolena ortogonaalisarjamenetelmassa on se, etta se ei valttamatta tuota

tiheysfunktiota, koska estimaattori voi saada my0s negatiivisia arvoja.

3.12.3 Sakotettu uskottavuus

Olkoon f tiheysfunktio ja Xi,...,X, ~ f ii.d. otos. Uskottavuusmenetelmassa

estimoidaan f:4a etsimalla funktio g = fn, joka maksimoi uskottavuuden

kun ¢ kuuluu johonkin tiheysfunktioiden avaruuteen F. Osoittautuu, etta todelli-
suudessa vain tapaus dim F < oo on mielekés, koska L(g) saadaan mielivaltaisen
isoksi valitsemalla ¢ siten, ettd se oleellisesti havidéd joukon {X;, ..., X} ulkopuo-
lella ja suuresta funktioavaruudesta téllaisia funktioita helposti 16ytyy (kuva 3.28).

Sen vuoksi L:aan lisatadn sakkotekija,



O O O

X;

Kuva 3.28: Suuresta funktioavaruudesta voi 16ytya tiheysfunktioita g, jotka oleelli-

sesti haviavat otoksen ulkopuolella.

joka aiheuttaa sileysvaatimuksen g:lle. Eras mahdollisuus on

Nyt A:dla on silotusparametrin rooli. Talla sakotetun uskottavuuden menetelmalla

saatavat estimaattorit ovat tyypillisesti maariteltavissa splinikayrien avulla.
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Luku 4

Parametriton regressio

4.1 Malli

Tarkastellaan paria (X,Y'), missd X ja Y ovat satunnaismuuttujia. Kuvaamme Y

riippuvuutta X:sta mallilla
Y =m(X)+o(X)e. (4.1)

Téssd m ja o ovat (Borel-mitallisia) reaaliarvoisia funktioita ja o on ei-negatiivinen.

Liséksi € on X:sta riippumaton satunnaismuuttuja ja
Ee =0, Var(e) = 1.
Nyt Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X on

EY [ X) = E(m(X)|X)+E(o(X)e | X)

koska Ee = 0. Siten m(X) = E(Y | X), joten m on Y:n regressiofunktio X:n

suhteen. Edelleen,
Var(Y | X) =E[Y — E(Y | X))? | X] = o(X)%

Tarkkaan ottaen ylldolevat kaavat ovat voimassa melkein varmasti (s.o. todennékoi-

syydelld 1), kun merkityt odotusarvot ovat olemassa.
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z= f(zr,y)

u=f(y|wo) |

Zo

Kuva 4.1: Parin (X,Y) tiheysfunktio z = f(z,y) ja Y ehdollinen tiheysfunktio
u= f(y | zo) ehdolla X = x.

Jos ¢ on vakiofunktio, on kyseessa homoskedastinen malli. Muussa tapauksessa
puhutaan heteroskedastisesta mallista.
Olkoon (X,Y):n jakaumalla tiheysfunktio f. Voidaan osoittaa, ettd kun

25 f(@,y)dy >0, on

m(z) =E(Y | X =x) (4.2)

[ f(z,y) C Seuf(ry)dy e .
_/—ooylff‘;of(x,Z)dZ] dy =2 = L v 9

missa

 flayy)
T = =5,y

on Y:n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla X = = (kuva 4.1).
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4.2 Ydinregressio — Nadarayan-Watsonin mene-

telma

Oletetaan malli (4.1), olkoon f : R* — [0,00[ parin (X,Y) tiheysfunktio ja
(X1, Y1),...,(X,,Y,) ~ f iid. otos. Siis meilld on ii.d. otos ey,...,&, satun-

naismuuttujan ¢ jakaumasta (merkitdén jatkossa e1,... ,&, ~ ¢) ja
}/i = m(XZ) +O'(XZ‘)€Z', 1= 1,. ..o n.

Analogisesti tiheysfunktion parametrittoman estimoinnin kanssa, regressiofunk-
tiolle m saadaan estimaattori valitsemalla sopiva (Borelin) funktio ¢, : R*"*! — R
ja asettamalla m, () = t,(x, X1,Y1, ..., X,, Ys), z € R. Tama voi tapahtua esimer-
kiksi siten, ettd estimoidaan tiheysfunktio f otoksen (Xi,Y}),...,(X,,Y,) avulla
kiiyttiien jotain estimaattoria f,. Silloin (vrt. (4.2)) on luonnollista ottaa m:n esti-

maattoriksi

_ ISyba(ey)dy
2% fal,y)dy

Olkoon erityisesti K : R — [0, 0o[ symmetrinen ydin, h > 0 ja muodostetaan tulo-

ydin L(z,y) = K(x)K (y) ja sitd vastaava ydinestimaattori R%:ssa,

131 r—X;, y—Y;
_Z_QL( : )
ni=h h h

1 & r— X y—Y;
- WZIK( h )K( h )

Silloin on helppo néahda (HT), ettd

fn(xv Y; h2[2) =

Yy Ki(z — X3)Y;
i Kz — Xi)

() = 1 (23 h) =

Tamaé regressiofunktion estimaattori tunnetaan nimella Nadarayan- Watsonin esti-

maattori. Se voidaan kirjoittaa myos muodossa
mp(z;h) = Z Wi (z — X;)Y;,
i=1

missa

Wh(ﬂf - XZ) - E?:1 Kh(.flj _ Xj)7
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ja patee
i=1

Estimaattorin i, (-; h) arvo m,, (z; h) pisteessé x on siis arvojen Y; painotettu keskiar-
vo x:n ympéristossd. Tavanomaisia ytimid K (esimerkiksi Gaussin ydin) kdytettéessa
suurin paino on niilld Y;, joilla X; on ldhinné z:44, koska K (z — X;) on tavallisesti
sitd pienempi mité suurempi |z — X;| on (ks. kuva 4.2). Nadarayan-Watsonin esti-
maattorin idea on siis estimoida ehdollista odotusarvoa m(z) = E(Y | X = x) niiden

Y;:den (painotettuna) keskiarvona, joilla X; ~ x.

Esimerkki 4.1 Tarkastellaan Nadarayan-Watsonin estimaattorin kayttaytymista eri
silotusparametrin arvoilla. Olkoon n = 30, X tasaisesti jakautunut vélilla [0, 1],
m(z) =z, e~ N(0,1) ,0 =02jaY; = X;+0g,7=1,...,n Kuvassa 4.3 on
neljalla eri silotusparametrin arvolla saatua regressiofunktion m estimaattia. Tassa
tapauksessa arvot h = 0.01 ja h = 0.05 ovat selvasti liian pienia ja h = 1 puolestaan
liian iso. Arvo h = 0.1 toimii parhaiten vaikka regressiofunktion lineaarisuus ei aivan
paljastukaan. Silotusparametrin kasvaessa estimaatti konvergoi kohti vakiofunktiota,

jonka arvo on pisteiden Y; keskiarvo (HT). I

4.3 Kiintea asetelma

Yksinkertaisuuden vuoksi suoritamme Nadarayan-Watsonin estimaattorin tarkem-

man analyysin mallille

Y =m(z;) +o(x)e;, i=1,...,n, (4.3)
missd z; = i/n, m : [0,1] — R, o : [0,1] — [0,00], €1,... ,6, ~ € on ii.d. otos,
Ee = 0, Var[e] = 1. T&mai on kiinted asetelma siind missa (4.1) on satunnainen
asetelma.

Olkoon
) i Kn(z —2)Ys &
My (25 hy) = =—- =Y Wy(x —x;)Y;, (4.4)

) i K, (2 — x9) i=1 ( )

K, (2 —
Wn(l'—l’l)_ hn(x l')

X Ky, (x—aj)
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Wh(Io - Xz')

Xi Zo

Kuva 4.2: Nadarayan-Watsonin estimaattori estimoi regressiofunktion m arvoa pis-
teessa x( tata pistetta lahella olevia otospisteita X; vastaavien Y;:den painotettuna
keskiarvona. Gaussin ytimen tapauksessa h vastaa keskihajontaa, joten ytimen vai-

kutusalue on likimain 4/A:n levyinen.
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h=0.01 h=0.05

1.2}

0.8

0.6

0.4r

0.21

1.2¢

0.81

0.6}

0.4f

0.2r

Kuva 4.3: Eri silotusparametrin arvoilla saatavia Nadarayan-Watsonin regressiofunk-
tion estimaatteja kun n = 30, X on tasaisesti jakautunut valilla [0, 1], m(z) = =,
e~ N(0,1),0=02jaY; = X;+0¢g;,i=1,... ,n. Kéyetty otos on piirretty pienilla

ympyroilla ja se on kaikissa kuvissa sama.
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Johdetaan asymptoottinen kehitelméa neliolliselle virheelle
MSE[r, (2; hy)] = E[i, (2; hy) — m(z)]?
Todistetaan aluksi Fulerin-Maclaurinin summauskaavan eras erikoistapaus.

Lemma 4.2 Olkoon g € C*([0,1]) ja g(0) = g(1) = 0. Silloin

L otifm) = [ otz -+ 57 [ pln)g )
missd p(x) = (x —i)(i+1—2), z € [i,i+1[,1=0,1,2,... ..

Todistus: Funktio p on jaksollinen ja se on saatu kopioimalla funktiota x — x(1—z),
z € [0,1] véleille [i,i 4+ 1], i = 1,2,... (ks. kuva 4.4). Osittaisintegroidaan kullakin
osavalilla [i/n, (i + 1)/n| kahdesti:

1
2n2

J, 1p<nx>g"<x>dw o 2 [ bl )

2 .
2n i—0 Ji/n

(i4+1)/
= / (nz —1i)(i+1—nx)g"(z)dz

n =0
1 "= z+1 (i+1)/n
=53 { (nz —i)(i +1—nx)g'(x) — / [—2n’x + n(2i + 1)]g’(x)dx}
n= .o i/n
1 =l pi+1)/
an/ 2n$— (2i + 1)]g (z)dx
1 el z+1)/n (i+1)/n
= 2— { [2nz — (2i 4+ 1)]g(x) — 2n/ g(m)dm}
n —0 n
1 (i+1) /n
- 2 /
1 n—1 1 d
- E p g /0 g(l’) €T,

missa kolmannen yhtasuuruuden sijoitustermi haviaa ja toiseksi viimeisessa yhtalossa
kaytettiin ehtoa g(0) = g(1) = 0. O

Lemma 4.3 Olkoon K € C*(R), K(z) = 0, kun |z| > 1, ; = i/n, i = 1...n
hpn — 0, kun n — oo ja x €0, 1] kiinted. Silloin kaikilla r = 0,1,2,... pdtee
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1/4]

Kuva 4.4: Eulerin-Maclaurinin summauskaavassa esiintyva jaksollinen funktio.

S|

missi p,(K) = [, 2"K(2)dz = [', 27 K(2)dz.

Todistus:  Olkoon m niin suuri, ettd [z — h,,x + h,] CJ0,1[. Merkitén g(y) =
(x—=y)" Kn,(x=y), y € [0,1]. Silloin g(y) = 0, kun |z—y| > hn, joten {y | g(y) # 0} C
[ —hy,, x+hy,| C]O,1]. Erityisesti g(0) = g(1) = 0. Soveltamalla lemmaa 4.2 saamme

siten
¢ RS :
- ;(x — ;) Ky, (x —x;) = - ;(x —i/n)" Ky, (x —i/n)
1 1 1 d?
= [ @) Koo =)y + 5 [ p0w) gl — o) Ka (e = )l
Tassa

1 - - _ g t(r—y 7’—— Ty
jﬁ (m y) }(hn($ y)dy = }%zjé ( ho, ) }Mll( ( hy, ) dy

x/hn
= hl / 2" K(z)dz

" J(@=1)/hn

1
:iﬂ//K@M:mMM%

-1

missé toinen yhtdsuuruus seuraa muuttujan vaihdoksesta z = (x — y)/h,,. Edelleen
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D‘
l\]
/—\ a
- S
>
3
~
8
|
<
SN~—
=
I
- O

22 V(@ =) + (y = 2) 55 (K", (z = y), r=1,
(7“ DKy, (x — )+2r(x—y)f—1L(K')hn(x_y)
+(y — )" (K")n, 7 W (K" h, (2 —y), r>2.

Nyt kaikilla y € [0, 1] pétee [p(ny)| < 1/4, |z —y| < 1 ja lisiksi [1 [(KD),, (2)|dz <
00, j =0,1,2. Siten

1 d?

; p(ny)d—yQ[(I —y) K, (x —y)]dy| < C>0. 0O

Swy Q

Lause 4.4 Olkoon K € C*R) symmetrinen ydin, [ K(z)dv = 1, K(z) > 0
kaikilla © ja K(x) = 0, kun |z| > 1. Olkoon edelleen m € C?*([0,1]), o € C([0,1])

ei-negatiivinen, xr; = i/n, ja

Yi=m(x;) +o(x))e;, i=1,...,n,

missa €1,... ,en ~ € on i.i.d. otos, Ee =0 ja Var[e] = 1. Olkoon m,(-; hy,) kaavan
(4.4) mddrittelema estimaattori. Jos x €]0,1[ on kiinted ja h,, — 0, nh, — oo, kun

n — oo, on talloin
MSE[1i, (z; hy)] = E[i, (73 hy) — m(z))?
= 4hnug(K)2m”(x)2 + R(E)o(a)” +o0 (h4 + L) :
Todistus: Tavalliseen tapaan

MSE[1i, (23 b )] = Bt (25 b ) — m(x)]? + Var[i, (z; hy)]

ja késittelemme harhan nelién (ensimmaéinen termi) ja varianssin (toinen termi) erik-

seen. Tarkastellaan harhaa ensin. Saamme

n

Er, (25 h,) = E (2 W, (2 — :cz-)Y;)

i=1



Taylorin kehitelman perusteella

m(zi) = m(z) — m'(@)(z — 7)) + (&)=

2

missa & on x;:n ja x:n valissa. Siten

- xi)z?

Em,(x; hy) Z Wy (x — x;)
—m/( ix—x Zm (&) (2 — 23)* W (2 — x5)
i=1
Koska >0 W, (z —x;) =1, on
mie) 32 Wale - a) = m(x)
i=1
Edelleen,
" Lsn (v — ) Ky, (2 — ;)

Y@ —z)Walr —z;) = "=1¢ o |

=1 n

hupis (K) + O ()

Ho(K) + O (e

= )

:)

missa toisessa yhtasuuruudessa kdytettiin lemmaa 4.3 ja lopuksi sita, ettd pi(K) =0

ja po(K) = 1. Sitten kirjoitamme

ém//(f@-)(x — 2:)°Wo(z — ;)

n

n
ZDC—SC@ W, (x — x;)
=1

+_[m" (&) —m"(@))(x — 2:) Wa(2 — 7).

Tassa
- 2 ) o nZia(@ @)K, (e — @)
;(l’—xl) Wi (x i) % n Khn(l’ I)
() + 0 ()
oK) + 0 (i)
= 2 p( )+O<(n;n)2>,



missd kiytettiin lemmaa 4.3 ja sitd, ettd uo(K) = 1. Koska W, (z — ;) = 0, kun
|z — x;| > h,, voimme kirjoittaa

n

> om"(&) —m" (x)](x — 22 W(x — ;) = i Ein( — 23 W (z — 17),

B { m"(&) —m"(x), |o— ;] < ha,

0, ‘;U—Q?l’ > hn

goue

0, kun n — oo. Siten

n

D_Im (&) —m(@)](x — z:)* Walx — ;)

i=1

<e, i(m — ) W (x — x3),

i=1

ja (4.5)m nojalla saadaan

il[m//(fi) —m"(@)|(x — ;) Wy(x — 2;) = o(h2) + 0 ((”;n)2> '

Siten

1 1
Ern,, (z; hy) = m(x) + ihi/LQ(K)m”(x) +o(h2) + O < ) :
Tasta saadaan harhan neliolle

B ha) —m(@)] = Jhhua(Vm (2)? (16)

Fo(ht) +0 (;) 10 <(n;n)4> |

Sitten kasitellaan varianssin osuus. Saamme

Var[i,(z; hy)] = Var [}nl Wn(m—xi)Yi]

1=

= > [Wa(z — z;)]*Var[Y]]




Tassa

732 é o (@)’ [, (z — @) = n}lzn . iéa(fﬂi)Q(Kz)hn(l‘ — ;)
- Un(zi %il(KQ)hn (& — @) + nzn - % égm(f@)hn(x — 1),

missa

gooe

4.3 nojalla
07522 . % é(KQ)hn(x ) = UTEZZ? V_Z K(x)%dz + O (mlin)Q)]
= Ru;)hi(x)Q o ((n;n)ﬁ»)

Edelleen, koska

1.
_ inK2 — 4y
SICHUSINEREIE

on
1 1 1
L o) =0 ().
nh, nég (B )h (@ = 2:) = 0 nh,

Siten saamme varianssille

R(K)o(z)? 1

~ om0 K)o(x)? 1

Var[fiv, (a3 b)) = 2 (&) _ RiF)ole) o L@
140 1 2 nh, nhy,

1+ 0 ()]
Kaavassa (4.6) termit O(1/n?) ja O(1/(nh,)?) ovat tyyppia O(1/(nh,)). Siten yh-
taloista (4.6) ja (4.7) seuraa viéite. O

Edellisen lauseen perusteella asymptoottiselle pisteittiiselle neliolliselle virheelle

saadaan kaava

1

1 R(K)o(2)?
4

AMSE[it, (2 hy)] 3
niy

iz () *m" (2)* +
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Téasta saadaan edelleen optimaalinen silotusparametri

- A]

ja optimaalinen asymptoottinen virhe

AMISEli (: )] = o (K o (@) P [R(E Yo (@)% - .

Virheen konvergenssivauhti kohti nollaa on siis sama kuin tiheysfunktion ydinesti-

maattorilla.

4.4 Satunnainen asetelma

Nadarayan-Watsonin estimaattorin matemaattinen analyysi on hankalampaa, jos se-
ki X ettd Y ovat satunnaismuuttujia, koska télléin m,(x; h) on kahden toisistaan
riippuvan satunnaismuuttujan osamaara,
Y Kn(r — X,)Y;

Yty Kn(z — X3)

mp(z;h) =

Tilanne muuttu kuitenkin kiintean asetelman kaltaiseksi, jos tarkastellaan ehdol-

lista virhetta
E[[in(z;h) —m(2)]? | X41,..., X,
jossa otos X1,..., X, on kiinnitetty. Sopivilla oletuksilla (ks. [12, luku 5.4]) saadaan

Bl o) — (o) | Xsr-o. 3] = 302 {2 i) i) 4 a2,

R(K)o(x)? 1
nhy, f(z) nhy,

Var[m,(x; hy) | X1, ..., X0n] = Vs

missd f on X:n tiheysfunktio ja satunnaismuuttujat U, ja V,, konvergoivat kohti

nollaa stokastisesti. Téasta saadaan

MSE[1i, (23 hy) | X1, .., Xn] = h4{+m”(x)} pa(K)?




missd W,, — 0 stokastisesti. Aymptoottinen ehdollinen virhe on

2m/(z) f'(x) R(K)o(z)
f(z) nho f(z)

Havaitsemme, etté jos f on valilld [0, 1] tasaisen jakauman tiheysfunktio, paadytaan

1
AMSE[in (@3 10) | X1, s Xo] = Zhi{

2
b (o)) ()
itseasiassa kiinteédlle asetelmalle johdettuun tulokseen. Sopivilla oletuksilla (ks. [8,

luku 8.1.3]) saadaan sama asymptoottinen virhe vaikka vield keskiarvoistetaan otok-

sen Xi,...,X, suhteen, eli kun tarkastellaan virhetta

MSE 1t (; b)) = E[rin (23 h) — m(z)]? = E{E[[fn(z; h) — m(2)]? | X1, ..., X.]}.

4.5 FEraita muita ydinregressiomenetelmia

Olkoon f tiheysfunktio ja X ~ f. Nadarayan-Watsonin estimaattori voidaan kir-

joittaa muotoon

5 Ly Ka(z — X)Y,
5 i Ko — X)

no
= 2

i=1 nfn(l', h)

1My (5 )

Kn(z — X))Y; (4.8)

missi f,(z;:h) = (1/n) S, Ku(z — X;) on fm ydinestimaattori. Tété kaavaa voi
kayttaa motivoimaan eraita muita ydinregressiomenetelmié.

Olkoon f(z) =0, kun x ¢ [0, 1]. Priestleyn-Chaon estimaattori on

n

mn(iE; h) = Z[X(i) — X(i,l)]Kh(:E — X(i))Y[i], (4.9)
i=1
missa 0 < X1y < X(g) < -+ < X(,) < 1onotoksen Xy, ..., X, kasvava permutaatio,

X =0, ja Y} on X(;):n pari alkuperéisessa otoksessa (X1,Y7),...,(X,,Y,). Jos h
on pieni (n suuri), niin vain z:44 1dhella olevia otospisteitd X; vastaavat termit ovat
tirkeitd (4.9)ssa. Jos F ja F, ovat vastaavasti X:n kertyméfunktio ja empiirinen
kertyméfunktio (vrt. kuva 3.2) ja approksimoidaan

ioi—1

X(a A A 1
Ndt = F(X5) — F(Xip) = F (X)) — EL (X p) = — — -
/X@_Uf() (X)) — F(Xi—y) (X)) (Xip) =~ = —— =~

?

on relevanteilla 72:n arvoilla voimassa
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X

F@) X - Xl = [ s

ja ndemme, ettd (4.9) ja (4.8) muistuttavat toisiaan.

Gasserin-Mdillerin estimaattor: on

(3 h) = Z/ Kn(z — t)dtYiy,

i=1"v%i-1

missa s; = (1/2)(X ) + Xiq1)) on vélin [X (), X(;41)] keskipiste ja so = 0, s, = 1. Jos
X(i):t ovat likimain tasavélisid, on tdmé suurin piirten sama estimaattori kuin (4.9),

koska

/‘l Kz — t)dt = Ky(z — X)) [Xi) — X

4.6 Lokaali regressio

Olkoon D C R vali. Parametrisessa regressiossa tarkastellaan jotain sopivaa funk-
tioperhetta F = {m(-;0) | 6 € ©} ja pyritdén konstruoimaan otokseen (Xi,Y;),... ,

(Xn, Y,) perustuva estimaattori 0, jolla
m(z) = E(Y | X = z) ~ m(x;0,), =€ D.

Jos JF on "pieni”, eli koostuu hyvin yksinkertaisista funktioista, voi tama lahesty-
mistapa johtaa huonoon globaaliin, koko aluetta D koskevaan tulokseen (kuva 4.5).
Yksinkertaiset funktiot, kuten matala-asteiset polynomit, voivat kuitenkin toimia
hyvin lokaalisti, kunkin estimointipisteen = pienessa ymparistossa.

Otetaan erityisesti F:ksi vakiofunktioden joukko, ® = R, m(t;a) = a, t € D,
a € ©. Olkoon z € D kiinted ja etsitédan sellainen m(-;a,) € F, joka estimoi
m:aa hyvin pisteessa x. Tahan padstdan minimoimalla painotettujen neliGvirheiden
summa

Aa) = 1Y — m(Xe a)PEn(x — X)) = SV — aPP Ky — X)),

i=1 i=1
missd K on sopiva ei-negatiivinen symmetrinen ydin, esimerkiksi Gaussin ydin. Eni-

ten painoa A(a):ssa silloin saavat ne parit (X, Y;), joissa X; on ldhelld x:44. Ehdosta
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D

Kuva 4.5: Esimerkki huonosta globaalista lopputuloksesta, kun kuvan aineistoon on

haettu regressiofunktioestimaatti suorien muodostamasta funktioavaruudesta.

saadaan

S Kn(r = X))Y;
ic Kn(x — X5)

Q.-

Siten m(x; a,) = a, on Nadarayan-Watsonin estimaattori pisteessi z!
Téama lokaalin regression idea yleistyy valittomésti (korkeintaan) astetta ¢ oleville

polynomeille,

¢
m(t7 o, A1, - - - 7a£) = Z a’k‘tka
k=0

jolloin puhutaan lokaalista polynomisesta regressiosta. Kaytannossa tarkein on ta-
paus ¢ = 1, eli lokaali lineaarinen regressio. Nadarayan-Watsonin estimaattoriin
verrattuna sen huomattavana etuna on parempi kayttaytyminen estimointivalin paa-
tepisteissa. Tavallisesti lokaali polynomi keskistetaan z:aén, jolloin lineaarisessa ta-

pauksessa
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m(t;ap,a1) = ap+ar1(x —t), te D

ja minimoidaan lauseke

n
)\(ao, al) = Z[Y; — (CL() + al(x — X,L))]2Kh($ — Xl)
i=1
Jos minimoija on (Ggy, a1, ), otetaan regressiofunktion estimaattoriksi pisteessi  arvo

dOnv
mn(xv h) = m(x, CALOna CA’/ln) = dOn‘

Pienelld laskulla (HT) saadaan télle eksplisiittinen kaava

(23 ) = 1 i {82(2) — %1(35)(95 — Xi) P K (2 — Xi)Yz" (4.10)

n = So()80(x) — 81(x)?

missa

~

Sp(x) =

S|~

é(m — X)"Kp(x — X;)

(vrt. [12, luku 5.2]).
On huomattava, etté lokaali lineaarinen estimaatti ., (z; h) ei x:n funktiona suin-
kaan ole paloittain lineaarinen. Sovitettu suora riippu pisteesta x ja niitd on siis

aarettoman paljon.

4.7 Silotusparametrin valinta

Olkoon m,(+; h) silotusparametrista h > 0 riippuva ydinregressioestimaattori. Kun
halutaan A, joka toimii hyvin koko alueella D, on tarkasteltava sopivaa globaalia

virhekriteeria. Eras mahdollisuus on ehdollinen virhe

MISE[fiun (1) | Xi,... , Xo] = E[/D[mn(x;h)—m(x)]2f(x)dx|X1,...,Xn]

= E [ (X;h) —m(X)?| Xi,... X, (411)
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Ottamalla odotusarvo vield otoksen X1,... , X, yli saadaan kriteeri
MISE [, (s h)] = E/ [ (23 h) — m(2)]2f (2)dz = E[m,(X; h) — m(X)]*
D

Joskus kéytetadn vield yliméérédistd painofunktiota w, jolloin ylld f(z) korvataan
f(z)w(z):1A.

Kuten tiheysfunktion estimoinnissa, globaalin virheen asymptoottista arvoa voi
kéyttaa sijoitusestimaattoreiden (plug-in) konstruoimiseen optimaaliselle h:lle. Toi-

nen lahestymistapa on kayttaa ristiinvalidointia. Kehitelméasta
Y =iy (X5 h) = [Y = m(X)] + [m(X) — 1 (X h)]

saadaan helposti

E[[Y — imn(X;h)]? | X1v... , Xa] = E[[Y —m(X)]?| X1,... . X,]
4+ E[m(X) — i (XGRE | X, X

Téssé oikean puolen ensimmaéinen termi ei riipu h:sta ja toinen on sama kuin (4.11).

Siten h voidaan maarita minimoimalla lauseke
E[[Y — (X5 h)P | X, .., X

Tata vol estimoida lausekkeella

LSCV(h lzy o o(X D),

3

missé M, _;(-; k) on laskettu otoksesta {(X;,Y;) |j=1,...,n, j#i}.

Edelleen, kuten tiheysfunktion estimoinnissa, h voidaan joskus valita my0s sub-
jektiivisesti tai jotain sovelluskohtaista kriteeria optimoimalla.

[Ilman todistuksia todetaan vield, ettd regressiofunktion ydinestimaattorit ovat

sopivissa funktioluokissa minimax-optimaalisia.

4.8 Luottamusvalit

Joskus on tarpeen tietad miten tarkka regressiofunktion estimaatti on esitmointipis-
teessd x tai koko tarkastelualueessa D. Luottamusvéli m,(x; h):lle voidaan konstruoi-

da kéyttéden hyvéksi sopivasti normeeratun erotuksen 1, (z; h)—m(z) asymptoottista
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normaalisuutta. Jos esimerkiksi h,, = Cn~'/°, niin sopivilla oletuksilla pitee (ks. [7,

kappale 4]) Nadarayan-Watsonin estimaattorille jakaumakonvergenssi

nh,
Vo (@)2R(K)/f(x)

kun n — oo, missa

[ (5 ) — m(x)] — N (b, 1),

ja f on X:n tiheys.
Jos itseasiassa h, = o(n~'/%), harha b hiividd asymptoottisesti. Jos b t#lloin

jatetddn huomiotta, saadaan likiméarainen (1 — «) - 100%:n luottamusvali

missa
NN
nhy, fn(2)
kun &, ja fn ovat o:n ja f:n estimaattoreita ja
! / gt =1 (4.12)
— e =1-a. :
V 27T —Cq

Voidaan esimerkiksi ottaa fn:ksi fm ydinestimaattori ja
n(2)? = Z Wi (z — X)[Y — 1 (2 b)),
i=1

o Kh<5(] — Xl)
Y Ka(r = X))

Wh(l‘ — XZ)

Edelleen voidaan osoittaa, etta yo. luottamusvalikaavaa voidaan kayttaa saman-
aikaisesti kiinteissa pisteissa x1, ... , x,. Normalisoidut erotukset m,,(x; h,) —m(xy)
ovat nimittdin asymptoottisesti riippumattomia, jolloin riittd& maarata c, s.e. (4.12)

pitee, kun (1 — a):n tilalla on (1 — )Y’
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Kuva 4.6: Jos regressiofunktion estimaatiksi otetaan virheiden neliosumman mini-
moiva funktio, paddytéén otosta interpoloivaan ratkaisuun (yhtendinen kéyra). Jos
optimiraktaisulta vaaditaaan myos sileytté, paddytédén parempaan estimaattiin (kat-

koviiva).
4.9 Silottava splini

Tarkastellaan mallia
Yi=m(X;)+oeg, i=1,...,n,

missa o > 0 on vakio, €1,... ,&, ~ € on i.i.d. otos, € on riipumaton X:sta, Ee = 0
ja Var[e] = 1. Naiivissa pienimmén nelidsumman menetelméssi etsitdén funktio

g = ¢*, joka minimoi virhesumman
1 )
=3IV - g(X))] (4.13)
ni=

ja otetaan m, = g¢g*. Jos funktioille g ei aseteta mitdén rajoituksia (paitsi ehka
jokin sileysvaatimus g € C?®), on m, mikd tahansa (riittdvéin siled) funktio, joka
kulkee otospisteiden (X1,Y7), ..., (X,,Y,) kautta. Téllainen 7i,, on harvoin jarkeva
tilastollinen malli (kuva 4.6).

Optimiratkaisun rosoisuutta voi yrittda hillita lisdédmalla (4.13):een sakkotermi,

esimerkiksi
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A9,

missd A > 0 on vakio ja a = min{Xy,... ,X,}, b = max{Xy,...,X,}. Sitten

haetaan funktio g*, joka minimoi lausekkeen

n b

S - g+ 2 [ g (@) (4.14)
i=1 a

Minimiratkaisu g* = m,,(-; A) on kompromissi interpoloinnin (pieni interpolointivirhe
(1/n) ™ [Y; — g(X;)]?) ja sileyden (pieni A [2[¢" (x)]?dz) vililld (kuva 4.6). Vakiolla
A on silotusparametrin rooli. Kun A on pieni, pyrkii 7, (-; A) interpoloimaan otospis-
teita. Kun A — oo, voidaan osoittaa, ettd menetelma lahestyy tavallista lineaarista
regressiota (pienimmén nelidsumman suoran sovitusta). Tamaé lienee intuitiivisesti
uskottavaa, koska suoralle y = g(z) pétee ¢” = 0, jolloin kaavassa (4.14) jéljelle jaa

vain virheiden neliosumman minimointi.

Esimerkki 4.5 Tarkastellaan jaalleen esimerkin 1.3 aineistoa ja sovelletaan siihen
estimaattoria 772, (-; A\) hakemalla minimoivaa funktiota avaruudesta C?([a, b]). Téassa
luvussa johdamme télle optimointiongelmalle yleisen ratkaisun. Talle esimerkille
saatavat tulokset arvoilla A = 103,20 ja 10° on esitety kuvassa 4.7. Arvo A = 1073
tuottaa liki interpoloivan ratkaisun ja arvo A = 10° on melkein suora. Lopputulos

nayttaa varsin hyvalta arvolla A = 20. |

Tulemme todistamaan, ettd kun (4.14) minimoidaan funktioavaruudessa C*([a, b]),

missé a > b ovat kiinteitd, on m,(-; \) kuutiollinen, eli kertalukua 4 oleva splini.

Maaritelma 4.6 Olkoon r > 2 kokonaisluku ja x1 < --- < x,. Funktio g : R — R

on kertalukua r oleva splini solmupistein z; < --- < x,, jos

(i) g rajoitettuna kullekin osavdlille | — oo, x1[, [y, 00|, [Ti, zixa[, 1 =1,... ,n, on

korkeintaan astetta r — 1 oleva polynomi,

(ii) g € C"2(R).
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Kuva 4.7: Esimerkin 1.3 aineiston silottaminen minimoimalla lauseke (4.14) avaruu-
dessa C?([a, b]). Kéytetyt silotusparametrin arvot ovat A = 1073 (ylin kuva), A = 20

(keskimméinen kuva) ja A = 10° (alin kuva).
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1 T2
Kuva 4.8: Kertalukua 2 oleva splini, eli jatkuva murtoviiva.

Ehto (i) sanoo, ettd g on kertalukua r (= korkeintaan astetta r — 1) oleva palapo-
lynomi. Ehto (ii) sanoo, ettd g on maksimaalisen siled palapolynomin ”paloittaisen
luonteen” omaava palapolynomi, silli ehto g € C™71(R) pakottaisi g:n olemaan ta-
vallinen polynomi (HT). Kuvassa 4.8 on kertalukua 2 oleva splini.

Nimitys ”splini” tulee englanninkielen sanasta ”spline”, joka tarkoittaa jousta-
vasta materiaalista (esim. puu, terds) valmistettua ohutta ”viivainta”, jolla ennen
suunniteltiin sileitd kayrid mm. laivanrakennuksessa (kuva 4.9). Spliniviivaimen

maardava kayrd y = g(x) toteuttaa ehdot
(i) g€ C?

(ii) g:1ld on (ainakin likimain) pienin taivutusenergia kaikista annettujen pisteiden

(x;,y;) kautta kulkevista kéyrista.

Toisaalta voidaan osoittaa, ettd kiyrdn y = h(x) kuvaaman viivaimen likimaarainen
taivutusenergia on R(h") = [ h"(z)*dz ja ehdoilla h(z;) = g(z;), i = 1,... ,n,
W (x1) = ¢'(x1), M(z,) = ¢'(z,), suureen R(R”) minimoi kuutiollinen splini. Siten

kéayrda y = g(z) on ”splini” myos matemaattisessa mielessa!

4.10 Ratkaisun olemassaolo ja yksikasitteisyys
Olkoonn >2jaa=x, < --- < x, = b. Maaritelladn
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ty kiinnityspisteet
(i, yi)

vilvain

T T

\/

Kuva 4.9: Spliniviivain kiinnitettyné piirustuslaudan pisteisiin (z;, y;).

S ={g | g on kertalukua 4 oleva (kuutiollinen) splini solmupistein z1, ... ,z,}.

S on selvisti vektoriavaruus ja voidaan osoittaa (HT), ettd dim S = n+4. Tama on
itseasiassa helppo uskoa, koska kaikkien kuutiollisten palapolynomien avaruudella
on dimensio 4(n 4+ 1), S on tdmén avaruuden 3n:std lineaarisesta rajoitusehdosta
(g¥)(z; —0) = g™ (2;+0), k=0,1,2,i = 1,... ,n) saatava aliavaruus ja 4(n + 1) —
3n=n+4.

Funktiot

T — ¥, k=0,1,2,3,
v (x—x)d, i=1,...,n

ovat kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvia ja lineaarisesti riippumattomia, joten ne

muodostavat S:n erddn kannan (vrt. kuva 4.10). Siten kaikilla ¢ € S on olemassa

ai,...,0,44 € R s.e.
4 n+4
9(x) = a2 '+ Y ap(xr —z_0), T ER. (4.15)
k=1 k=5

Olkoon edelleen NS C S niiden kuutiollisten splinien joukko, jotka ovat korkein-

taan astetta 1 olevia polynomeja véleilld | — oo, a[ ja ]b,00[. NS on solmupisteita
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y=(z—x)3

T
Kuva 4.10: Yksi avaruuden S kantafunktioista.

a=u1x <---<x, =0bvastaava luonnollisten splinien avaruus. Kuten S, myos NS
on vektoriavaruus ja voidaan osoittaa (HT), ettd dim NS = n. Tama lienee taas
helppo uskoa, koska vaatimus lineaarisuudesta vélin [a,b] ulkopuolella tarkoittaa
2 + 2 = 4:44 lineaarista rajoitusehtoa splinille g € S ja dim S —4 = (n+4) —4 =n.

Lineaarisuusvaatimus vélin [a, b] ulkopuolella erityisesti merkitsee, ettd kehitel-

méssé (4.15) on a3 = ag =0, kun g € NS.

Lemma 4.7 Olkoon {¢1,...vn} avaruuden NS kanta ja
©;i(z) = bo; + bijx + i cij(v —z)%, zeR. (4.16)
i=1
Tdllgin, jos g € C*([a,b]) ja s =7, ajp; € NS, niin
/b g"(x)s"(x)dz = 6 zn: g(x;) zfl: a;ci;.
a i=1 j=1

Todistus: Integroidaan osittain osavaleilld [x;, z;1]:
n—1

/ab g"()s" (x)dz = /-Ti—&-l g"(x)s" (z)dx

i=1 Y%

— T::ill { /xi+1 g (z)s"(z) — /:H g’(a:)s"’(a:)da:} .

T4
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Tassa
> [ @) @) = o ()s" () — o (21)8" (1),

koska funktio x — ¢'(z)s”(x) on jatkuva. Edelleen, koska s” héviaa vélin [a,b] =
[x1, x,] ulkopuolella ja s” on jatkuva, tulee olla s”(z1) = s”(x,) = 0. Siten sijoitus-

termien summa héaviaa. Edelleen,

_Til /Jj:i-‘rl g (x)s"(z)dx = — Z/ [Zl a; Z 60@] dx
= — Z -Tz+1 z lzl a; ; 6Ck]]
- —62% Z 7i1) <xi>1kickj.
Tassa

=1
i

= > g(z; chg ;9(%‘)20@‘

1=

— n—1 %
S laain) ~ st o = X alonn) Rows - L) X
i=1 =1 k=1
2

n

= g(l’n) Z Crj — 9($1)01j - g(xi)cij
k=1 i=2

= glwn) 3-exy = D_g(wi)ey,
k=1 i=1

missa kolmannessa yhtalossa kirjoitettiin 22—211 Chj = P cri—Cij- Mutta Y ), ey =
(1/6)¢ (), kun = > z, ja ¢7'(x) = 0, kun z > x,, koska p; € NS. Siten 33_; cx; =

0 ja saamme lopulta

/:g”(:c)s”(:c)dx = —6iaj [ i ( clj] = GZg T Zajc” O

Tulemme todistamaan, ettéd (4.14):lla on yksikésitteinen minimi ¢* = m,(-; A)
avaruudessa C?([a,b]) ja etté itseasiassa m,(; \) € NS | [a,b] eli 1, (;A) = s | [a, ]
erdalla s € NS. Tata minimiratkaisua sanotaan silotusparametria \ vastaavaksi si-
lottavaksi spliniksi. Tietden taman olemassaolotuloksen voimme jo ennakkoon johtaa

kaavan estimaattorille m,(+; ).
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Tulemme suorittamaan tarkastelut kiinteilla X, ..., X,, eli kisittelemme itsea-
siassa kiinteata asetelmaa. Olkoon siis a = xy < --- < x,, = b kuten edella ja olkoon

(1, Y1), ..., (zn,Y,) satunnaisotos. Olkoon
1 n
E Z g(x)]? + A / (4.17)
ja g1, 92 € C*([a,b]), 6 € R. Silloin
1 n
J(g1 +9dg2) = EZ Y; — g1(z;) — 0ga(2;)] +)\/ x) 4 09y (x )] dr (4.18)

ja & — J(g1 + dg2) on &:n toisen asteen polynomi. Funktionaalin J : C?([a,b]) — R

Gateaux derivaatta pisteessa g, suuntaan go on silloin

, (g1 +8gs) — J d

6=0

Olkoon nyt g* J(g):n minimoiva funktio avaruudessa C?(|[a,b]). Silloin kaikilla g €
C?([a,b]), 0 € R, pitee

J(g" +dg) > J(g7)

joten J'(¢g*)[g] = 0. Kéyttéen kaavaa (4.18) saadaan
G570+ 00) = = S ) = dalelate) + 22 [ 1) (@) + b (@] )
josta asettamalla 6 = 0 saadaan

J (g = ——Z “(xi)]g(z;) + 2)\/ "()g" (x)dx.

Koska toisaalta J'(g*)[g] = 0, saamme ehdon
12 b
— 2V g (w)lg() = / (97)"(z)g" (x)dz. (4.19)

n i—1 a

Olkoon sitten {1, ... ,p,} C NS kanta ja by;, by;, ¢;; kuten kaavassa (4.16). Kos-

ka tiedetdén, ettd g* € NS | [a, b], on olemassa af, ... ,a), € R s.e.
n
= Za;goj(x), x € |a,b].
=1
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Sovelletaan lemmaa 4.7, kun s = 377 ; ajp;, jolloin saadaan

i=1

b n n
[ @) @) (@)dz =6 glw) 3 ajess
a =
Siten (4.19):n kanssa yhtépitévé ehto on

\ i[Yl - i a;goj(x)}g(a:i) = 6?9(%) il a;Cij-

i=1 j=1

Koska tdmé patee kaikilla g € C?([a, b]), saadaan

1 n . n . .
a[}@—z:lajgpj(a:)]zfiz:lajcij, i=1,...,n
i= i=

eli
) [pj(xi) +6nAcjla; =Y, i=1,...,n
j=1
tal
(® +nAG)a" =y, (4.20)
missa

P = [p;(z:)] € R™™,

G = [6¢;;] € R™™,

a* = la},...,a}]" € R,

y=1[Y,..., V)T eR"
Kerroinvektori a* ratkeaa yhtalosta (4.20) yksikasitteisesti kunhan osoitamme, etta
matriisi ®+nAG on kddntyvi. Naytdmme, ettd ehdosta (P+nAG)a = 0 seuraa, etté
a=0. Jos (P +nAG)a = 0, pitee (4.19) kaikilla g € C*([a,b]), kun g* = X7_, a;¢;

jaY; =--- =Y, =0. Otetaan erityisesti g = ¢g* jolloin saamme
LSl o+ [T @ =0
297 (i g")"(x)]*dz = 0.
i=1 @
Ehdosta [°[(¢*)"(z)]?dz = 0 seuraa, etti g* on ensimmiisen asteen polynomi ja

ehdon 37 ,[g*(x;)]> = 0 perusteella g* = 0, koska n > 2 ja g* siis havida ainakin

kahdessa pisteessa. Siten a; =--- =a, = 0.
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Lause 4.8 Lausekkeen (4.17) minimoija g* avaruudessa C?*([a,b]) on yksikasittei-
nen. Itseasiassa g* € NS | [a,b] ja jos {¢1,... ,0n} C NS on kanta, on g*(x) =
Y ase(x), x € [a,b], missd a* = [a},... ,ap]" on yhtdlon (4.20) yksikisitteinen

ratkaisu.

Todistus:  Naytetdan ensin, ettd funktio g* = >-%_; ajp; minimoi (4.17)m. Olkoon

g € C%([a, b]) mielivaltainen. Silloin

J(g) = lXH:[Y g(x;)] —i-/\/ r)%dx

= L3 - ")) + (") — 9P 4 A [ T (@) + (0@~ @) ()P
= J(g")+ 2 3~ ))o" () — o)
20 [0 @)~ (67 @lde + 3" (w) = o)

Téassa yhtdlon oikean puolen toinen ja kolmas termi ovat yhteensa J'(¢*)[g — ¢*] ja
tamé Gateaux derivaatta hévidd (4.19):n nojalla (¢:n paikalla g — ¢g*). Edelleen,
neljés ja viides termi ovat ei-negatiivisia, joten J(g) > J(g*). Siten ¢* on minimoiva
funktio.

Sitten osoitetaan ratkaisun yksikésitteisyys. Olkoon § toinen (4.17):n minimoiva

funktio. Edellisen laskun neljas ja viides termi haviavat silloin kun g = g, eli

[ 5@~ (¢ )P =0,

n

Z[Q*(Iz) - g(Q?z‘)F =0.

Siten (g — ¢*)"(z) = 0 kaikilla € [a,b] eli § — g* on ensimmaéisen asteen polynomi.
Koska toisaalta g — ¢g* haviaa n:ssa pisteessa x; ja n > 2, taytyy sen havita koko

vélilld [a, b] eli § = g*. O
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Kuva 4.11: Silottavaan spliniin liittyva kertalukua 4 oleva ydin K.

4.11 Yhteys ydinregressioon

Yhtalosta (4.20) nahdéén, ettd (4.17):n minimoivan silottavan splinin m,(-; A) arvo

pisteessa x riippuu lineaarisesti otospisteista Y7, ... ,Y,:

= (¢ + nAG)_1y7 y = Ii}/vl’ R 7Yn]T7

n . 1 n
A)zZajgaj ——Z (T, Az, xy)Y,
j=1 ni=
erdilld painofunktioilla W;(-, A\, x1,... ,x,). Voidaan osoittaa, ettd kun n on suuri,

A > 0 pieni ja x; ei ole lahella péiéiteplstelta a ja b, on

1 1 T — T
Wiz, A, san) = f(z) h(ﬂvi)K ( h(;) ) ,

missa [ on tiheysfunktio, josta pisteet x; on saatu i.i.d. otoksena ja

{ h(z:) = {\nf (@)},
K(z) = (1/2)e/V2sin(|z| /v/2 + 7 /4).

K on itseasiassa kertalukua 4 oleva ydin ([*° 2?K(z)dxr = 0) (kuva 4.11). Siten

My, (3 A) on likimain adaptiivinen ydinregressioestimaattori!
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4.12 Silotusparametrin maaraaminen

Kuten muidenkin menetelmien kohdalla, voidaan nytkin tietysti tyytya valitsemaan
A subjektiivisesti tai joissain tapauksissa sovelluskohtaisen optimointikriteerin perus-
teella.

Automaattisista menetelmistd mainittakoon ristiinvalidointi ja yleistetty ristiin-

validointi. Kummassakin menetelmaéassa minimoidaan
E[[ri, (X5 A) — m(X))?]

missa siis estimaattorissa m.,(+; A) olevat x,... ,x, ovat kiintedt otospisteet tiheys-
funktiosta f ja X ~ f (vrt. luku 4.7). Odotusarvo lasketaan X:n ja otoksen
Y1, ..., Y, suhteen.

Ristiinvalidoinnissa minimioidaan suure

LSCV (A ZY i (235 )2,

missé 1, —;(-;A) on muodostettu jattamalld pari (x;,Y;) pois otoksesta (vrt. lu-
ku 4.7).
Yleistetyn ristiinvalidoinnin mééarittelemiseksi palataan vield kaavaan (4.20), joka

kerrotaan puolittain ®7:1l4:
(®T® +nAQ)a* = &7y,

missi ) = ®TG. Matriisin Q alkio [Q];; voidaan lemman 4.7 nojalla kirjoittaa

muotoon
n b
Qs =63 pilwnes = [ #(@)¢(x)da.
k=1 a

Téstd seuraa helposti (HT), ettd matriisi ®7® + nAQ on positiivisesti definiitti.
Erityisesti on siis olemassa (®T® + nAQ)~! ja my,(-; \)m arvot pisteissid xq,... , 2,

saadaan kaavasta

[ (213 A, g (203 M)]T = @a*
= (070 + nAQ) 0Ty
= H(\)y,
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missd, H(\) = &(PTD + nAQ)1dT. Tami kaava osoittaa, etti silottava splini on
erddnlainen yleistetty harjanneregressiomenetelmé (engl. ridge regression), joka on
lineaarisen regression eras muunnelma.

Ylieistetyssa ristiinvalidoinnissa minimoidaan

1 n Y n za>\ 2

Gov(y) = nimtlti = (i )
[Etr{ln - (A)}]

missa I,, € R™*" on yksikkomatriisi ja tr tarkoittaa matriisin jalkea. Voidaan osoittaa
(HT), etta

1 &Y — myg(x N) ?
v =23 =i |
Toisaalta GCV(\):ssa
%m»{[n —H(\)} = %i[l —[HWN)]a] =1- %é[HW]m

joten GCV(\) saadaan LSCV (\):sta korvaamalla [H (A)];; keskiarvollaan. Nain LSCV ()
ja GCV(A) ovat sukua toisilleen.
Liséé materiaalia silottavista splineista 10ytyy lahteistd [4] ja [11]. Hyva ldhde

implementoinnin kéytdnnon toteutukseen on [6].

4.13 Ortogonaalisarjakehitelmat
Olkoon D C R ja tarkastellaan kiintedé asetelmaa, {x1,... ,z,} C D,
Yi=m(x;) +oe;, i=1,...,n,

missé ¢ > 0 on vakio, €1,... ,&, ~ £ on i.i.d. otos ja Ee = 0, Var[e] = 1. Oletetaan
edelleen, ettd m € L?(D) ja ettd (¢r)reny on avaruuden L?(D) ortonormaali kanta.
Silloin

m=>Y_ axpi (4.21)
erdilla ap € R, k € N. Itseasiassa
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ak:/Dgok(:c)m(:c)d:c.

Miten kertoimia a; voidaan estimoida?

Olkoon erityisesti D = [0,1] ja x; =i/n,i=1,... ,n. Silloin

e /0 pr(ahm(a)dz ~ Y ulas)m(z,)- i = i > ou(w)EY; = E [; Z somim] ,

=1 i=1

missd kolmannessa yhtasuuruudessa kaytettiin ehtoa Ee; = 0. Siten on luontevaa

ottaa
. 1 &
U = — > on(x)Ys, (4.22)
i=1

jolloin Eay, ~ a,. Tasta saadaan ortogonaalisarjaestimaattori

N
k=1

Téassd N:1la on silotusparametrin rooli ja, kuten tiheysfunktion estimoinnissa, tulee
se nytkin ottaa otoskoosta riippuvaksi: N = N, s.e. N,, kasvaa rajatta, mutta ei
lilan nopeasti, kun n — oo.

T&mé& menetelmé toimii hyvin, jos m:n kehitelmén (4.21) tarkeimmét termit ovat
alkupaassa s.o. vastaavat pienia k:n arvoja. Jos nain ei ehka ole, voidaan yrittaa

kynnystamista: valitaan ¢ > 0 ja otetaan

M (250) =) genLis o0 (|akn|) o () ns. "kova” kynnystys, (4.23)
k=1

tai
M (2;8) = > sgn(an) (|akn| — 6)+k(z) ns. "pehmed” kynnystys, (4.24)
k=1

misséd 1j5 .o on vélin [0, 00[ karakteristinen funktio ja sgn(ag,) on kertoimen ag,
merkki.
Fourier-kannan (vrt. esimerkki 2.15) kéytto sopii parhaiten sileille funktiolle, jois-

sa ei ole terdvia paikallisia heilahteluja. Epasaannollisimmille funktioille voidaan
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Kuva 4.12: Haarin aallokkeita. Vasemmalla isa-aalloke ja oikealla aiti-aalloke.

parempaan tulokseen pédstéa aallokkeilla (engl. wavelets). Aallokkeiden kdyton suo-
sio tilastollisessa estimoinnissa on ollut voimakkaassa kasvussa viimeisen kymmenen
vuoden aikana.

Tarkastellaan avaruutta L?([0,1]). Yksinkertaisin esimerkki aallokkeista ovat ns.

Haarin aallokkeet. Ensin méaritelladn ns. isé- ja diti-aallokkeet (kuva 4.12),

wo(z) =1, = €][0,1] "isd-aalloke”,

1, xel0,1/2],
Y(z) =4 -1, z€[1/2,1] 7 diti-aalloke” .
0 muulloin.

Aiti-aallokkeesta sitten generoidaan loput kantafunktiot dilataatioilla (skaalauksella)

ja translaatioilla,

oir(r) =222 — k), 7=0,1,2,...,k=0,1,...,2 —1, z€[0,1].

Kuvassa 4.13 on esitetty arvoilla j = 1 ja j = 2 saatavat aallokkeet. Indeksi 7 numeroi
resoluutiotasoja. Valitsemalla j suureksi paastaan esittaamaan nopeita vaihteluita
estimoitavassa funktiossa.

Voidaan osoittaa, etta

{oot U{pn |7=0,1,2,... ) k=0,1,...,27 —1}
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Kuva 4.13: Haarin aallokkeita. Ylarivissa dilataatiota j = 1 vastaavat kantafunktiot

010 ja p11. Alarivissa dilataatiota j = 2 vastaavat kantafunktiot ¢aq, o1, P22 ja @os3.
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on avaruuden L?([0,1]) ortonormaali kanta. Regressiofunktion m € L?([0,1]) aallo-

kekehtitelmaéassa

oo 20—1

m=agpo+ Y, . GixPik
=0 k=0

voidaan kertoimet ag ja aj; estimoida kuten kaavassa (4.22). Suuri jmn arvo vastaa
kantafunktiota, joka héviaa hyvin pienen valin ulkopuolella. Silloin estimaattorin
Qjkn lausekkeessa (vrt. (4.22)) on vain véhén termejd, joten saatava estimaatti voi
olla huono. Siksi valitaan jokin maksimiresoluutiotaso J ja asetetaan aji, = 0, kun

j > J. Sitten voidaan menetelld kuten (4.23):ssa tai (4.24):ssé ja ottaa

J 29-1
1 (230) = GonPo () + Y D Gjknlis00(|ajkn] ik (2)
=0 k=0
tai v
J 27-1
M (2;6) = Gonpo(z) + D D 580 (Ajkn) (|ajkn] — 0)10jk().
j=0 k=0

Parametrille 9 voidaan teorian perusteella ehdottaa hyvia arvoja.

Esimerkki 4.9 Kuvissa 4.14 ja 4.15 on kaksi esimerkkia funktion esittamisesta Haa-
rin kannan avulla. Ideaalista aallokehitelméaa on approksimoitu ns. diskreetilla aallo-
kemuunnoksella. Taman ja muiden aalloke esimerkkien laskut on suoritettu kayttaen
Matlabille ilmaiseksi saatavalla WaveLab ohjelmistolla.

Kuvassa 4.14 on tarkasteltu normaalijakauman N (0.5,0.15?) tiheysfunktion ra-
joittumaa vélille [0,1] diskretoituna 64 tasavéliseen pisteeseen. Kuvassa 4.15 on
tarkasteltu vastaavasti jakauman N(0.5,0.022) tiheysfunktiota. Maksimiresoluutio-
taso on J = 5 ja mitddn kynnystysté ei ole kiytetty (6 = 0). Aallokkeiden kertoimet
on esitetty pystyviivoilla, jotka on sijoitettu kohtiin, joissa vastaavat kantafunktiot
likimain sijaitsevat. Alimpana on isa-aallokkeen kerroin ja sen jalkeen resoluutiota-
soja 7 = 0,...,5 vastaavat kertoimet. Pystysuorien viivojen korkeudet on piirretty
kertoimien koon mukaisesti. Huomaa, etta resoluutiotasoa j = 0 vastaava kerroin
haviad symmetrisyyden johdosta. Oikella on esitetty estimoitavan funktion sarjake-
hitelman tarkentuminen summattavia resoluutiotasoja lisdattaessa. Ylimpana alku-
peréinen virheeton funktio, jonka diskreetti aallokemuunnos rekonstruoi taydellisesti,

kun otetaan mukaan kaikki resoluutiotasot 7 =0,... 5.
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Vertailun vuoksi on kuvassa 4.16 esitetty jakauman N (0.5,0.02%) tiheysfunktion
kehittaminen esimerkin 2.15 ortonormaalissa Fourier kannassa kayttaen jalleen valin
[0,1] tasavélistd jakoa 64 pisteeseen. Kuvan 4.15 mukaan otettaessa aallokekehi-
telmaan mukaan 13 kantafunktiota saadaan alkuperédinen funktio esitettya kéaytan-
nossa virheettomasti. Sama méaara esimerkin 2.15 kantafunktioita antaa kuitenkin
kuvan 4.16 mukaisen paljon huonomman tuloksen. Aallokkeiden lokaalisti rajattu
vaikutus mahdollistaa nopeasti muuttuvien funktioiden tehokkaan esittamisen, kun
taas sin- ja cos-funktioista muodostetuilla Fourier kantafunktioilla ei tallaista lokaa-

lisuutta ole. I

Haarin kanta tuottaa paloittain vakioita, epasileitd estimaatteja. Sileisiin esti-
maatteihin padstaan kayttamalla sileité isa- ja aiti-aallokkeita. Sileille diti-aallokkeille

ei kuitenkaaan ole voitu esittaa yksinkertaisia analyyttisia kaavoja.

Esimerkki 4.10 Kuvassa 4.17 on esitetty eraita jatkuvia aallokkeita, joista voidaan
konstruoida ortonormaali kanta avaruuteen L?(R). Ylarivissd on Daubechien kerta-
lukua 4 vastaavat isd- ja &iti-aallokkeet. Télle diti-aallokkeelle pétee [(z)dx =
Jx(xz)dr = 0. Alarivissé on kertalukua 3 olevat isé ja &iti coiflet-aallokkeet. Isél-
le pitee [2Fp(z)dr = 0, kun k = 1,...,5 ja didille pitee [z*)(x)dr = 0, kun
k=0,...,5. Osoittautuu, etta aivan kuten korkeamman kertaluvun ydinestimaat-

toreillakin, momenttien haviaminen johtaa tehokkaampiin estimaattoreihin. [

Esimerkki 4.11 Kuvassa 4.18 on analysoitu seisminen signaali aallokkeiden avulla.
Kaytetty aineisto on yksi WaveLab ohjelmiston esimerkeistéa. Ylakuvassa alkuperai-
nen signaali ja toiseksi alimmaisessa kuvassa kertalukua 3 olevilla coiflet-aallokkeilla
tehty analyysi. Aallokkeiden kertoimia on yhteensa 1024 kappaletta. Alimmaisessa
kuvassa kovan kynnystdmisen (§ = 0.0443) jélkeen jéljelle jadvéat kertoimet ja toi-
seksi ylimmaisessa niiden avulla saatava alkuperaisen signaalin estimaatti. Jaljelle
jaaneita kertoimia on 100 kappaletta ja lopputulosta on vaikea erottaa alkuperaises-

ta. Keskimmaisessa kuvassa on alkuperaisen ja estimoidun signaalin erotus. I
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Kuva 4.14: Normaalijakauman N(0.5,0.15%) tiheysfunktion analyysi diskreetin aal-

lokemuunnoksen avulla.
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Kuva 4.15: Normaalijakauman N(0.5,0.02?) tiheysfunktion analyysi diskreetin aal-

lokemuunnoksen avulla.
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Kuva 4.16: Normaalijakauman N (0.5,0.02%) tiheysfunktion analyysi kiyttien Fou-

rier kehitelméa, jossa on 13 termia.
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Kuva 4.17: Esimerkkeja aallokkeista. Ylarivissa Daubechien kertalukua 4 olevat isa-

ja aiti-aallokkeet ja alarivissé kertalukua 3 olevat isa ja aiti coiflet-aallokkeet.

161



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Kuva 4.18: Seismisen signaalin (yldkuva) analyysi kertalukua 3 olevilla coiflet-
aallokkeilla. Kovalla kynnystdmiselld on alkuperiisistd kertoimista (toiseksi alim-
mainen kuva, kertoimia 1024 kappaletta) saatu 100 kerrointa (alin kuva), joiden
avulla on suoritettu alkuperéisen signaalin rekonstruktio (toiseksi ylin kuva). Alku-

paeraisen signaalin ja rekonstruktion erotus on keskimmaisessa kuvassa.
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