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1. Olkoon g : RY — {1,..., ¢} luokitin. Mééritelli&in g:n ehdollinen riski ehdolla
X = z kaavalla

e(g,z) = 1= P(g(x)|z). (1)
Tissé siis P(g(z)|z) on luokan j = g(x) posterioritodennikoisyys pisteessi x €
R?. Koska toisaalta pitee (miksi?)

1—P(g(x)|z) = Z P(jl|z),
J#9(x)

on e(g, ) itseasiassa (miksi?) todennikoisyys, ettd g luokittelee védrin pisteessi

z eli
e(g, ) = P(g(X) # J|X = ).

Osoita kaavan (1) avulla, ettd g:n virhetodennikoisyydelle e(g) pétee
e(g) = Ee(g, X). (2)

(Vihje: Lauseen 3.3 todistuksessa johdetusta luokitteluvirheen kaavasta on hys-
tyd).

2.
Olkoon ¢ = 2 ja tarkastellaan Bayesin luokitinta ¢g* ja sen luokitteluvirhetti
e(g*). Tehtévand on johtaa e(g*):lle ns. Chernoffin yliraja

e(g*) < ]3171P217u€7,]c(u)7

missé u €]0, 1[ on mielivaltainen ja

Jo(u) = —log /Rd fi(z)" fo(x) " “da

on luokkien 1 ja 2 vélinen Chernoffin etdisyys.
Menettele seuraavasti:

1. Osoita kaavan (1) avulla, ettd
e(g”, #) = min{ P(1|z), P(2]x)}.
2. Paiittele tisté, ettd kaikilla u €]0, 1] pétee
e(g*, ) < P(1|lz)"“P(2]x)' ™, zeRY.

Sovella sitten P(j|x):n méiritelmid (kaava (3.3)) ja kaavaa (2).



3. Olkoot fi ja fo normaalisti jakautuneiden luokkien N(u1,%1) ja N(ug, 32)
tiheysfunktiot. Voidaan osoittaa, ettd t#lloin luokkien Chernoffin etiisyydelle
saadaan lauseke

Jow) = ~log [ f1() 3 )ds =

1 1. det((1—uw)Xy + uXe)

u1=u)(p2 =) (1= u)Ba+uds] (o — i) + 5 log (det ©1)1—*(det Tg)*

kun 0 < u < 1. Osoita, etté jos ¥ = Yo, niin Jo(u) maksimoituu, kun v = 1/2.
Lukua Jg = Jo(1/2) sanotaan luokkien Bhattacharyyan etdisyydeksi. Totea
myds, ettd jos lisdksi viela P, = P», saadaan Bayesin virhetodennékoisyydelle
pienin mahdollinen Chernoffin ylidraja, kun v = 1/2.

4. Olkoot f1 ja fo normaalisti jakautuneiden luokkien N(0,1;) ja N(0,A) ti-
heysfunktiot, jossa
A:diag(/\l,...,)\d), A > 0.

e Osoita, ettd edellisessd tehtdvissd annettu luokkien Bhattacharyyan etéi-
syys voidaan saattaa muotoon

d

1 1+ N
= _ 1 .
JB 2;og2\/)\_i

e Olkoon € > 0 ja olkoon
|/\i—1|>8, i=1,...,d.

Osoita, etté télloin Bayesin luokittimen virhetodenniikoisyys e(g*) — 0,
kun d — o0o. Onko tulos oman intuitiosi mukainen?

5. Olkoon g luokitin. Sen virhetodennékoisyytti e(g) arvioidaan erilliselld otan-
nalla saadulla aineistolla

X, J=1,...,¢, i=1,...,m;.

Maéritellan
. R G
é(g) = — Y Wg(Xp) #4}, G=1,....c
7 =1
ja kiytetddn e(g):lle estimaattoria é(g) = Y5, P;é;(g).

Todista, ettd Eé;(g) = e;(g), missé e;(g) = P(g(X) # 7 | J = j), (vrt. luku
3.2) ja piittele edelleen, ettd Eé(g) = e(g), eli ettd é(g) on harhaton. Todista
vield, ettd estimaattorin varianssille pétee kaava

c p2
D*(é(g)) = Y —ei(9)(1 — ¢;(9))-

o
j=1""

(Témén takia varianssia voidaan suurissa otoksissa arvioida estimaattorilla
Yj=1 P /m;e(9)(1 = ¢5(9)) )



