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1. Osoita, ettd tiheysfunktion ydinestimaattorille fn(, h) aina pitee

/Rd Fula; h)da =

Milloin fn(, h) on itseasiassa tiheysfunktio?

2. Olkoot z1,...,z, € R? ja tarkastellaan ydinestimaatin kaavaa
1 Lo
ST
jossa K on Gaussin ydin (eli N(0, I;)-jakauman tiheysfunktio). Osoita, etté
(z;h) =0, kun z & {z1,...,z,}.

), z € RY, h >0,

hm fn

Mité saadaan raja-arvoksi, jos x = ;7

3. Olkoon X satunnaisvektori, jonka kovarianssimatriisi on X x, ja jolla on
tiheysfunktio fx, ja olkoon Xi,...X, otos X:n jakaumasta. Olkoon A val-
kaisumatriisi, ts. satunnaisvektorin Y = AX kovarianssimatriisi ¥y on yksik-
komatriisi Iy. Médritelladn YV; = AX;,71 = 1,...,n ja olkoon fyn(,h) otok-
seen Y7,...Y, ja ytimeen K perustuva ydinestimaatori Y:n tiheysfunktiolle fy-.
Muodostetaan nyt fy (- h)m avulla estimaattori

Fxm(z;h) = |det A| fy . (Az;h), = € RY,

X:n tiheysfunktiolle fx. Osoita, ettéd fX n(+; h) on itse asiassa otokseen X1, ... X,
perustuva ydinestimaattori ytimelld

K4(x) = |det A] K(Az).
Tarkista myds, ettd K4 todella on ydin eli etti [p, Ka(z)de = 1.

4. Tissa tehtavissa tarkastellaan yksiulotteista tasavilistd histogrammia.
Reaaliakselilla on méadriteltynd tasavélinen pisteisté ug, k € Z, jossa up <
uk+1, Vk ja jossa perittéisten pisteiden etdisyys toisistaan on vakio h, ugy1 —
ug, = h, Vk. Niin tulee méritellyksi reaaliakselin ositus vileihin By = [ug, ug+1][.
Olkoon Xi,..., X, satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka ti-
heysfunktio on f. Kuten luennoilla, méarittelemme, ettd satunnaismuuttuja Ny
saa arvokseen niiden otospisteiden X; lukuméérin, jotka sattuvat vilille By.
Luennoilla maéritelty tiheysfunktion histogrammiestimaattori pisteessd x € R
saa silloin muodon

kun z € By.



(a) Niyt, ettd [ fo(z)de = 1.

(b) Niyté, ettd kun « € By, niin

Efn(ac)z%, missii  pg = ; f(z)dx.
k

5. Olkoot satunnaisvektorien X ja Y tiheysfunktiot f ja g, olkoon T : Rd~—> R4
bijektio seké olkoot satunnaisvektorien T'(X) ja T(Y) tiheysfunktiot f ja g.
Osoita, etté tiheysfunktioiden ns. L!-etdisyys siilyy muunnoksessa T, eli etté

@) =gtade = [ 1) = ia)ide

R

Oletamme T:n olevan niin sdénnollisen, ettd muuttujanvaihtokaavaa voidaan
soveltaa yo. integraalissa. Pateeko timé tulos L2-etdisyydelle, eli onko myds
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