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1. Olkoon g : Rd → {1, . . . , c} luokitin. Määritellään g:n ehdollinen riski ehdolla
X = x kaavalla

e(g, x) = 1− P (g(x)|x). (1)

Tässä siis P (g(x)|x) on luokan j = g(x) posterioritodennäköisyys pisteessä x ∈
R

d. Koska toisaalta pätee (miksi?)

1− P (g(x)|x) =
∑

j �=g(x)

P (j|x),

on e(g, x) itseasiassa (miksi?) todennäköisyys, että g luokittelee väärin pisteessä
x eli

e(g, x) = P (g(X) �= J |X = x).

Osoita kaavan (1) avulla, että g:n virhetodennäköisyydelle e(g) pätee

e(g) = Ee(g,X). (2)

(Vihje: Lauseen 3.3 todistuksessa johdetusta luokitteluvirheen kaavasta on hyö-
tyä).

2.
Olkoon c = 2 ja tarkastellaan Bayesin luokitinta g∗ ja sen luokitteluvirhettä

e(g∗). Tehtävänä on johtaa e(g∗):lle ns. Chernoffin yläraja

e(g∗) ≤ Pu
1 P

1−u
2 e−JC(u),

missä u ∈]0, 1[ on mielivaltainen ja

JC(u) = − log

∫
R

d

f1(x)
uf2(x)

1−udx

on luokkien 1 ja 2 välinen Chernoffin etäisyys.
Menettele seuraavasti:

1. Osoita kaavan (1) avulla, että

e(g∗, x) = min{P (1|x), P (2|x)}.

2. Päättele tästä, että kaikilla u ∈]0, 1[ pätee
e(g∗, x) ≤ P (1|x)uP (2|x)1−u, x ∈ R

d .

Sovella sitten P (j|x):n määritelmää (kaava (3.3)) ja kaavaa (2).



3. Olkoot f1 ja f2 normaalisti jakautuneiden luokkien N(µ1,Σ1) ja N(µ2,Σ2)
tiheysfunktiot. Voidaan osoittaa, että tällöin luokkien Chernoffin etäisyydelle
saadaan lauseke

JC(u) = − log

∫
fu
1 (x)f

1−u
2 (x)dx =

1

2
u(1−u)(µ2−µ1)

T [(1−u)Σ1+uΣ2]
−1(µ2−µ1)+

1

2
log

det((1− u)Σ1 + uΣ2)

(detΣ1)1−u(det Σ2)u
,

kun 0 < u < 1. Osoita, että jos Σ1 = Σ2, niin JC(u) maksimoituu, kun u = 1/2.
Lukua JB = JC(1/2) sanotaan luokkien Bhattacharyyan etäisyydeksi. Totea
myös, että jos lisäksi vielä P1 = P2, saadaan Bayesin virhetodennäköisyydelle
pienin mahdollinen Chernoffin yläraja, kun u = 1/2.

4. Olkoot f1 ja f2 normaalisti jakautuneiden luokkien N(0, Id) ja N(0,Λ) ti-
heysfunktiot, jossa

Λ = diag(λ1, . . . , λd), λi > 0.

• Osoita, että edellisessä tehtävässä annettu luokkien Bhattacharyyan etäi-
syys voidaan saattaa muotoon

JB =
1

2

d∑
i=1

log
1 + λi

2
√
λi

.

• Olkoon ε > 0 ja olkoon

|λi − 1| > ε, i = 1, . . . , d.

Osoita, että tällöin Bayesin luokittimen virhetodennäköisyys e(g∗) → 0,
kun d → ∞. Onko tulos oman intuitiosi mukainen?

5. Olkoon g luokitin. Sen virhetodennäköisyyttä e(g) arvioidaan erillisellä otan-
nalla saadulla aineistolla

Xji, j = 1, . . . , c, i = 1, . . . ,mj .

Määritellän

êj(g) =
1

mj

mj∑
i=1

1{g(Xji) �= j}, j = 1, . . . , c

ja käytetään e(g):lle estimaattoria ê(g) =
∑c

j=1 Pj êj(g).
Todista, että Eêj(g) = ej(g), missä ej(g) = P (g(X) �= j | J = j), (vrt. luku

3.2) ja päättele edelleen, että Eê(g) = e(g), eli että ê(g) on harhaton. Todista
vielä, että estimaattorin varianssille pätee kaava

D2(ê(g)) =

c∑
j=1

P 2
j

mj
ej(g)(1− ej(g)).

(Tämän takia varianssia voidaan suurissa otoksissa arvioida estimaattorilla∑c
j=1 P

2
j /mj êj(g)(1 − êj(g)) .)


