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1. Tarkastellaan c:n luokan tilannetta, satunnaisvektorinX kovarianssimatriisia
Σ ja luennoilla määriteltyjä matriiseja Sb ja Sw. Osoita, että Σ = Sb + Sw.

2. Tarkastellaan kahden luokan tilannetta. Eräs mahdollinen luokkien etäisyyt-
tä mittaava kriteeri on Kolmogorovin etäisyys

Jϕ =

∫
Rd

|P1f1 − P2f2|.

Osoita, että Bayesin virhetodennäköisyydelle pätee

e(g∗) =
1

2
(1− Jϕ).

3. Osoita, että satunnaisvektorin Y pääkomponentit eivät korreloi keskenään.

4. Olkoon Y D-ulotteinen satunnaisvektori. Haetaan yksikkövektoreita a1, . . . , aD ∈
R

D, joille

1. a = a1 maksimoi satunnaismuuttujan aTY varianssin.

2. a = ai+1 maksimoi satunnaismuuttujan aTY varianssin ehdolla, että aTY
ei korreloi satunnaismuuttujien aT1 Y, . . . , a

T
i Y kanssa.

Osoita, että tehtävä voidaan ratkaista Y :n kovarianssimatriisin Σ ortonormaa-
lien ominaisvektoreiden avulla ottamalla ai = ui, missä Σui = λiui, i = 1, . . . , D
ja λ1 ≥ · · · ≥ λD.

5. Karhunen-Loève-muunnoksen johdossa käytetty suure E‖Y ′′ − µ′′‖2 ei ole
ainoa mahdollinen menetetyn informaation mitta. Esimerkiksi eräs luonteva lä-
hestymistapa olisi vaatia, että ortonormaalin joukon {v1, . . . , vd} tulee olla sellai-
nen, että rekonstruktiovirheE‖Y −Y ′‖2 minimoituu. Esitä ortonormaali joukko,
joka on tämän kriteerin mielessä paras mahdollinen. (Vihje: tämä optimointiteh-
tävä palautuu lauseen 9.6 todistukseen, jossa kovarianssimatriisin Σ voi korvata
jollain toisellakin positiivisesti semidefiniitillä matriisilla.)


