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1. Tarkastellaan yksiulotteista kahden luokan tapausta, jossa P1 = P2 = 0.5 ja
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ja f2(x) =
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π
e−(x−1)2 .

Johda Bayesin luokitin ja laske sen virhetodennäköisyys.

2. Tarkastellaan edelleen yksiulotteista kahden luokan tapausta ja olkoon nyt

fj(x) =
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1 +
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b

)2 , j = 1, 2,

missä a1, a2, b ∈ R, a1 �= a2 ja b > 0.

(a) Osoita, että funktiot fj todella ovat tiheysfunktoita.

(b) Osoita, että jos P1 = P2 = 0.5, niin Bayesin luokittelijan päätöspinta (it-
seasiassa piste) sijaitsee funktioiden f1 ja f2 huippujen puolivälissä, riip-
pumatta b:n arvosta.

(c) Hahmottele posterioritodennäköisyyden P (1|x) kuvaaja kun a1 = 3, a2 =
5 ja b = 1.

(d) Kuinka posterioritodennäköisyydet P (1|x) ja P (2|x) käyttäytyvät, kun
x → ∞ tai x → −∞? Miten tulkitset tilanteen?

3. Tarkastellaan edellisen tehtävän tilannetta ja oletetaan, että P1 = P2 = 0.5.

(a) Osoita, että Bayesin virhetodennäköisyys on
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(b) Hahmottele Bayesin virhetodennäköisyyden kuvaaja suureen |a2 − a1|/b
funktiona. Tulkitse havaintosi.

(c) Mikä on Bayesin virheen on suurin arvo ja millaisessa tilanteessa se esiin-
tyy?

4. OlkoonX d-ulotteinen jatkuva satunnaisvektori ja tarkastellaan pariin (X, J)
liittyvää c:n luokan hahmontunnistusongelmaa. Olkoon g∗X : Rd → {1, . . . , c} tä-
hän ongelmaan liittyvä Bayesin luokitin. Olkoon sitten h : Rd → R

d bijektio ja



Y = h(X) (eli siis Y = h ◦X). Oletetaan, että h on niin säännöllinen, että Y
on myös jatkuva satunnaisvektori ja että parille (Y, J) voidaan määritellä Baye-
sin luokitin g∗Y : Rd → {1, . . . , c} luennoilla esitettyyn tapaan (tarkkaan ottaen
pitää lisäksi olettaa, että h−1 on Borelin funktio). Osoita, että näiden kahden
Bayesin luokittimen virhetodennäköisyydet ovat täsmälleen samat. Esimerkki-
nä tällaisesta tilanteesta olisi vaikka säännöllinen lineaarikuvaus h(X) = AX ,
jota käyttämällä ei siis voida parantaa (eikä huonontaa) pienintä mahdollista
virhetodennäköisyyttä.

5. Hahmovektorin X = [X(1), . . . , X(d)]T luokkatiheysfunktiot ovat
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eli kun J = j, X :n komponentit ovat riippumattomia eksponenttijakautuneita
satunnaismuuttujia odotusarvolla λj . Tarkastellaan luennoilla määriteltyä sa-
tunnaismuuttujaa

S(X) = − log

[
f1(X)

f2(X)

]
.

Johda S(X):n ehdolliset tiheysfunktiot g1 ja g2, eli siis tiheysfunktiot, joille
pätee

P (S(X) ∈ B|J = j) =

∫
B

gj(s) ds, kun B ⊂ R
d (Borelin joukko).

(Vihje: tässä auttaa tulos, jonka mukaan riippumattomien eksponettijakautu-
neiden satunnaismuutujien summalla on gammajakauma; vrt. tn-laskennan jat-
kokurssi.)

Esitä Bayesin virhetodennäköisyys lausekkeena, jossa esiintyy funktioiden g1
ja g2 määrättyjä integraaleja sekä prioritodennäköisyydet P1 ja P2.


