Oulun yliopisto

Matemaattisten tieteiden yksikko
Tilastollinen hahmontunnistus
Harjoitus 5

1. Tarkastellaan yksiulotteista kahden luokan tapausta, jossa P, = P, = 0.5 ja

fl(x)z\/;_ﬂe*%“ ja fg(x):%e%mfl)?

Johda Bayesin luokitin ja laske sen virhetodenn#koisyys.

2. Tarkastellaan edelleen yksiulotteista kahden luokan tapausta ja olkoon nyt

missé ay,az2,b € R, a1 # as jab > 0.
(a) Osoita, ettd funktiot f; todella ovat tiheysfunktoita.

(b) Osoita, ettd jos P, = P, = 0.5, niin Bayesin luokittelijan padtospinta (it-
seasiassa piste) sijaitsee funktioiden f ja fo huippujen puolivilissi, riip-
pumatta b:n arvosta.

(c) Hahmottele posterioritodenniksisyyden P(1|x) kuvaaja kun a; = 3, ag =
5jab=1.

(d) Kuinka posterioritodennikoisyydet P(1|z) ja P(2|z) kdyttdytyvit, kun
x — oo tal £ — —oo? Miten tulkitset tilanteen?

3. Tarkastellaan edellisen tehtédvén tilannetta ja oletetaan, ettd P, = P, = 0.5.
(a) Osoita, ettd Bayesin virhetodennikoisyys on
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(b) Hahmottele Bayesin virhetodennikoisyyden kuvaaja suureen |ag — a1]/b
funktiona. Tulkitse havaintosi.

(c) Mik& on Bayesin virheen on suurin arvo ja millaisessa tilanteessa se esiin-
tyy?

4. Olkoon X d-ulotteinen jatkuva satunnaisvektori ja tarkastellaan pariin (X, J)

liittyviid c:n luokan hahmontunnistusongelmaa. Olkoon g% : R — {1,..., ¢} tii-

hin ongelmaan liittyvii Bayesin luokitin. Olkoon sitten h : RY — R? bijektio ja



Y = h(X) (eli siis Y = h o X). Oletetaan, ettd h on niin sdédnnollinen, ettd Y
on myds jatkuva satunnaisvektori ja etti parille (Y, J) voidaan méiritelli Baye-
sin luokitin g3 : R? — {1,...,c} luennoilla esitettyyn tapaan (tarkkaan ottaen
pitdi lisiiksi olettaa, ettd h—! on Borelin funktio). Osoita, etti niiiden kahden
Bayesin luokittimen virhetodennékoisyydet ovat tdsmélleen samat. Esimerkki-
ni tillaisesta tilanteesta olisi vaikka sdénnéllinen lineaarikuvaus h(X) = AX,
jota kiyttdmélld ei siis voida parantaa (eikd huonontaa) pienintd mahdollista
virhetodennikoisyytta.

5. Hahmovektorin X = [X(1) ... X7 Juokkatiheysfunktiot ovat
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eli kun J = 7, X:n komponentit ovat riippumattomia eksponenttijakautuneita
satunnaismuuttujia odotusarvolla A;. Tarkastellaan luennoilla méériteltys sa-
tunnaismuuttujaa

hX )]

f2(X)
Johda S(X):n ehdolliset tiheysfunktiot g1 ja go, eli siis tiheysfunktiot, joille
patee

S(X) = —log {

P(S(X)e BlJ=j)= / gi(s)ds, kun B C R? (Borelin joukko).
B

(Vihje: tdssd auttaa tulos, jonka mukaan riippumattomien eksponettijakautu-
neiden satunnaismuutujien summalla on gammajakauma; vrt. tn-laskennan jat-
kokurssi.)

Esitd Bayesin virhetodennékoisyys lausekkeena, jossa esiintyy funktioiden ¢q
ja go maarittyjéd integraaleja seké prioritodennikoisyydet P; ja Ps.



