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1 Lineaarinen inversio-ongelma

Maaritelma 1.1. Yleinen (reaaliarvoinen) lineaarinen inversio-ongelma voidaan
esittaa muodossa
m = Az + ¢, (1)

missé, vektoria € RY kutsutaan mittaukseksi, matriisia A € RY*M on niin
sanottu teoriamatriisi, + € RM on tuntematon ja ¢ € RV on mittausvirhe.

Ongelmana on 10ytaa tarkka tai “paras mahdollinen” arvo tuntemattoma-
lle z, kun matriisi A ja mittaus m on annettu, ja virhe £ on joko tunnettu
kokonaan tai osittain (esim. joitakin virheen tilastollisia ominaisuuksia tun-
netaan).

Riippuen luvuista N ja M, seka virheen e ja matriisin A luonteesta,
seuraavat vaihtoehdot ovat mahdollisia:

1. Jos M = N, ja virhe € on tunnettu (télldin voidaan asettaa ¢ = 0), on
yhtélo (1) tavallinen lineaarinen yhtaléryhmaé, jossa on N tuntematonta
ja M = N yhtaloa. Silla on yksikéasitteinen ratkaisu, jos ja vain jos
matriisi A on kééntyva, eli det(A) # 0.

Jos A on singulaarinen, eli det(A) = 0, on silla nollasta eroava ydin
(kernel), ker(A) # 0. Télléin mittaus m joko kuuluu tai ei kuulu
matriisin kuva-avaruuteen (range).

Jos m € Ran(A), on yhtalolla (1) ddreton méadra ratkaisuja. Télloin
yleinen tapa ratkaista (1) on yrittaa 16ytaé (jonkin vektorinormin mie-
lessé) lyhyin ratkaisu z.



Jos taas m ¢ Ran(A), ei yhtalolla (1) ole lainkaan eksaktia ratkaisua.
Talloin ratkaisu esitetadn yleisesti ns. pienimman neliGsumman mie-
lessa, eli ratkaisua edustaa vektori Z, joka minimoi funktionaalin

|| Az — ml]|.

2. Jos N < M ja ¢ on tunnettu (jéillen voidaan asettaa ¢ = 0), os
yhtélossd (1) enemmén tuntemattomia kuin yhtéloité, eli systeemi on
alideterminoitu. Talloin se voidaan palauttaa kohdan 1 tapaukseen
lisaamaélla matriisiin A M — N rivia nollia ja vastaavasti mittausvek-
toriin m M — N nollaa. Nain saatu matriisi A on singulaarinen, ja
ratkaisujen olemassaolo seka maara riippuu siita, kuuluuko m matri-
isin A kuva-avaruuteen vai ei.

3. Jos N > M ja € on tunnettu (¢ = 0), eli yhtél6itd on enemmén kuin
tuntemattomia, on yhtélé (1) ylideterminoitu, paitsi jos A on degen-
eroitunut (rank(A) < M) siten, etté se palautuu kohtaan 1 tai 2. Téssé
tapauksessa ratkaisu on olemassa ainoastaan pienimman neliosumman
mielessa.

4. Jos virhettd e ei tunneta, mutta sen komponenttien tiedetaan ole-
van satunnaismuuttujia, joiden yhteisjakauma on tunnettu, kutsutaan
yhtdloa (1) lineaariseksi stokastiseksi (tai tilastolliseksi) inversio-ongelmaksi.
Sen ratkaisu annetaan tuntemattoman x yhteis-a posteriori-jakaumana
(joint a posteriori distribution). Kéytdnnossd usein riittaéd laskea ns.
MAP-estimaatti (maximum a posteriori estimate) ja a posteriori ko-
varianssi.

2 Moore-Penrose-inverssi

Voidaan osoittaa, ettd jokaista M x N-matriisia A kohti on olemassa yk-
sikasitteinen N x M-matriisi B, jolle patee:

1. ABA = A,
9. BAB = B,

w

. (AB)T = AB,

W

. (BA)T = BA.

Tata matriisia B kutsutaan pseudoinverssiksi tai Moore-Penrose-inverssiksi
ja sitd merkitadn symbolilla A™.



Huomautus 2.1. Tarkeita erikoistapauksia:
1. Jos AT A on ei-singulaarinen (eli kdéintyva), niin
At = (ATA)1 AT
2. Jos AAT on ei-singulaarinen, niin
AT = AT(AATYT
3. Jos A on ei-singulaarinen, niin
AT =471
Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhméaa
m = Ax.
Voidaan osoittaa, etta
1. Jos yhtaloryhmalla on yksi tai useampi ratkaisu, niin
T=A"m
on yhtaloryhman miniminormiratkaisu.
2. Jos yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, niin
T=A"m

minimoi funktionaalin ||Axz —m||, eli  on yhtdléryhmén ratkaisu pien-
immaén neliosumman mielessé.

3 Matriisin normeista

Olkoon A € R™*"™ matriisi. Matriisinormille || A|| pétee
e ||A]| > 0if and only if A # 0, ja ||A|| = 0 jos ja vain jos A = 0.
o |[aAl|l = |a|||A]] kaikilla o € R.
o ||A+ B|| <||A]| +||B|| kaikille matriiseille A, B € R™*".

o ||AB|| < ||A||||B|| kun matriisit A,B € R™" (ts. A ja B ovat
neliomatriiseja.



Jos vektorinormi avaruudess R™ on annettu, niin ns. indusoitu matriisi-
normi maaritellaan kaavvalla

1Al = max {[[Az][ - = € R", ||| = 1}
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Seuraavassa on lueteltuna muutamia paljon kaytettyja matriisinormeja
(A e R™™

1. 1-normi (maksimi sarakesumma):

1Al = max Z |as]

1<5<n

2. oo-normi (maksimi rivisumma):
[A]lee = max Z ||

3. 2-normi:

||A||2 = )‘max(ATA)v

missi A\paz (AT A) on matriisin AT A suurin ominaisarvo.

4. Frobenius-normi:

1Al = — Va(ATA) = Z o?
missi tr(ATA) on matriisin ATA trace ja oy, i = 1,2,...,min(m,n)

ovat matriisin A singulaariarvot.

4 Matriisin ehtoluvusta (Condition number)

Olkoon A € R™ "™ neliomatriisi, ja olkoon Arx = m 4+ &, missa £ on mit-
tausvirhe. Jos A on kdantyva, niin

r=A" " (m+e)=A"m+ A e,



eli virheen osuus ratkaisussa x on A~'e. Nyt ratkaisun suhteellisen virheen
suhde mittauksen suhteelliseen virheeseen on

A ell/[[A" ml| _ ||A™"e (HA‘IWH)_1
[lell/1m] el [[ml| ’

ja on suhteellisen helppo havaita, etta tamén suhteellisen virheen maksimi-
arvo on (kun oletetaan, ettd €, m # 0

1A 1A7H].
Matriisin A ehtoluku k(A) maaritellddn kaavalla
k(A) = [JAl[IA7Y],

ja se siis antaa ratkaisun ja mittauksen suhteellisten virheiden maksimiarvon.
Mita korkeampi ehtoluku matriisilla on, sitd herkempi yhtalo m+¢e = Ax on
virheelle €. Huomaa, etta

K(A) = [JAIIATH = |l = 1.

Ehtoluku riippuu myo6s kéaytetystd matriisinormista. 2-normin tapauk-
sessa voidaan osoittaa, etta
(4)

_ Umam
r(A) = [|Al2|[A7H]2 = (A’

MiSSé Opqeq(A) on matriisin A suurin ja 0y,:,(A) matriisin pienin singulaari-
arvo.



