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1 Singulaariarvohajotelma (Singular Value De-
composition, SVD)
Olkoon A € R™ ™ matriisi'. Talloin A voidaan esittaa muodossa
A=UxVT,

missd U € R™*™ on ortogonaalinen (kompleksitapauksessa unitaarinen), eli
UUT =UTU =1, V € R™™ on ortogonaalinen ja ¥ € R™*" on diagonaali-
nen siten, etta sen diagonaalielementit ovat ei-negatiivisia. Toisin sanoen

v _ )i >0, i=1,2,...,min(m,n)
10 muulloin.

Tata hajotelmaa kutsutaan matriisin A singulaariarvohajotelmaksi ja matri-
isin ¥ diagonaalialkioita o; matriisin A singulaariarvoiksi.
Lineaarisen yhtaloryhman

m = Ax,

A e R™"™ m e R z € R"” ratkaisu voidaan esittaa SVD:n avulla muodossa

mll’l mn

Tr =xy+ g mulvl,

!Singulaarihajotelma on voimassa myos kompleksisille matriiseille. T#lloin transpoosi
—T
korvataan konjugaattitanspoosilla A* = A



missd zp € ker(A) on mielivaltainen matriisin A ytimen alkio, o; ovat Am
singulaariarvot ja vektorit u; seka v; ovat matriisien U ja V' i:nnet sarakevek-
torit. Jos matriisi A on kdantyva, niin tdma voidaan kirjoittaa matriisimuo-
dossa
r=VE Ut
Myo0s matriisin A pseudoinverssi voidaan lausua SVD:n avulla:
Mt =VvytuT,

missa X7 on matriisin X psudoinverssi, joka muodostetaan korvaamalla jokainen
>::n nollasta eroava alkio kdanteisluvullaan ja transponoimalla. Esimerkiksi,
jos

niin

MATLAB-ohjelmistossa singulaariarvohajotelma voidaan laskea funkti-
olla svd:

[U,S,V] = svd(A).

Huomautus 1.1. Numeerisissa sovelluksissa lahella nollaa olevat singulaari-
arvot yleensa asetetaan nolliksi pyoristysvirheiden valttamiseksi. Esimerkiksi
MATLAB kayttaa pseudoinverssin lakevassa funktiossa pinv oletustoleranssina
arvoa

TOL = MAX(SIZE(A))*NORM(A)*EPS(CLASS(A)).

Voihtoehtoisesti voi kayttaa muotoa pinv(A,TOL), missa TOL on haluttu tol-
eranssi.

Huomautus 1.2. Jos matriisin 3 diagonaalilla on nolla-alkioita (rank(A) <
min(m, n)), voidaan singulaariarvohajotelma esittdd muodossa

¥, 0 %
-t w17 3] [
= U121‘/2T7
missid ¥; € R¥>* k = rank(A), U; € R™F U, € Rmxm=k) YT ¢ R ja

VI e Rm=k)xn  Till5in
At =wxful.



2 Pseudoinverssi kayttaen QR-hajotelmaa

Maaritelma 2.1. Olkoon A € R™*™ m > n. Talloin se voidaan esittaé

muodossa .
AzQ[%],

missi Q € R™ ™ on ortogonaalinen (unitaarinen), R € R¥" k = rank(A),
on ylakolmiomatriisi, jonka diagonaalielementit ovat ei-negatiivisia, ja Or €
R™=F)xn on nollamatriisi. Té#td hajotelmaa kutsutaan matriisin A QR-
hajotelmaksi. MATLABilla matriisin QR-hajotelma voidaan laskea késkylla

[Q,R] = qr(4).
Jos matriisi A € R™*™ on kdanytva, niin sen QR-hajotelma on muotoa
A=QR.

Talloin ongelma
m = Ax

voidaan ratkaista numeerisesti helposti kayttamalla takaisinsijoitusta yhtalolle
Rr = Q"m,

jolloin matriisin R kaanteismatriisia ei tarvitse eksplisiittisesti laskea.
Matriisin A pseudoinverssi voidaan lausua QR-hajotelman avulla seu-

raavasti: jos
R
A - Q |: OR :| ’

At =] R 0} ]Q",

missi Rt € R™* on matriisin R pseudoinverssi ja 05 € R™*(m=%) on nolla-
matriisi. Huomaa, ettd nyt matriisi RR? on kdintyvé, joten erds tapa laskea
R on kiyttai kaavaa

niin

R* = RT(RR")™.
Huomautus 2.2. Kaavassa
AT = [ Rt Og } QT

voidaan matriisi Q7 jakaa osiin
QT
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m ; (m—k)xm. A116in
missid QT € RF™ ja QT e R T&llo

AT=[ B Oﬁ][gﬂzm@?



