Inversio-ongelmien laskennallinen peruskurssi
Luento 6

Kevat 2012

1 Iteratiivisista menetelmista

Téhédn mennessd on tarkasteltu niin sanottuja suoria menetelmié, joissa (li-
kim&érdinen) ratkaisu saadaan kerralla esimerkiksi pseudoinverssia kéytté-
maélld. Suorat menetelmét kuitenkin tavallisesti vaativat matriisien kdanteis-
matriisien laskemista, mikd on suurien ongelmien tapauksissa numeerisesti
raskasta.

[teratiivisissa menetelmissé sen sijaan tavallisesti konstruoidaan jono li-
kim&ariisid ratkaisuja, jotka (toivon mukaan) konvergoivat kohti jonkinlaista
hyvaksyttaviaa ratkaisua. Liséksi iteratiiviset menetelmét eivit useimmiten
vaadi matriisien kddntédmisté, jolloin ne saattavat sopia paremmin isoille on-
gelmille.

2 Konjugaattigradienttimenetelmi (CG)

Tarkastellaan ongelmaa
m = Ax.

Oletetaan, ettd matriisi A on ns. SPD, eli symmetrinen ja positiividefiniitti.
Toisin sanoen, matriisille A pétee:

1. AT = A (symmetrisyys),
2. kaikilla x € R", x # 0, pitee 27 Az > 0 (positiividefiniittisyys)
Jos matriisi A on symmetrinen, on sen singulaariarvohajotelma muotoa

A=UxU"T.



Talloin yo. hajotelma on myos matriisin A ominaisarvohajotelma: jos U =
[u1, ug, . .., uy|, niin
AUj = 0;Ujy,

ja erityisesti, jos A on positiividefiniitti, niin
f— T . P — T .
o; = ujoju; = u; Auy > 0,

eli matriisin A kaikki ominaisarvot ovat positiivisia.
Matriisi A méérittelee ns. A-normin kaavalla

HxHi‘ =27 Ax.

Koska {uy,ug, ..., u,} muodostavat ortogonaalisen kannan avaruudessa R",
voidaan kirjoittaa
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joten || - || on painotettu euklidinen normi {uy, us, ..., u,} koordinaattisys-
teemissa.
Olkoon z, € R™ ongelman m = Ax ”oikea’ratkaisu, eli z, = A 'm.

Kaikille z € R™ maéaritelldan
e=x—ux, (virhe),

r=Ae=Ar — Az, = Az —m (residuaali).

Virheen e ”koon” mittaamiseksi maaritellaan
() = |le||4 = T Ae = eTr =T A7y,

Koska ”oikea”ratkaisu z, on tuntematon, ei funkionaalia ¢(x) voida laskea.
Huomaa, etté
o(x) >0, o(r)=0<x=ura,



Siis minimoimalla ¢ voitaisiin saada oikeaa ratkaisua x, ldhelld oleva li-
kim#&rdinen ratkaisu. Vaikka funktionaalin ¢ arvoa ei voida suoraan laskea,
on se kuitenkin mahdollista minimoida iteratiivisesti.
Konjugaattigradienttimenetelmé on yksi vanhimmista ns. Krylovin ali-
avaruus -menetelmistd. Olkoon x; € R™ (usein voidaan valita x; = 0) en-
simmaéinen arvaus ratkaisuksi. T&lloin ensimméinen residuaali on

ry=m — Axy,
ja oletetaan, ettd r; # 0. Niin sanottu k. asteen Krylovin aliavaruus on
Ki(ry, A) = sp{ry, Ary, A%rq, ..., AF e )

Krylovin aliavaruus -menetelmissé ajatuksena on yrittaa loytéaa likiméarésiratkaisu
aliavaruudesta Kj(ry, A).
Olkoon alkuarvaus x; ja ensimmaéinen residuaali r; kuten edelld. Méaaritellaan
ensimmaéainen hakusuunta sg,
S1 =T,

ja yritetddn minimoida funktio R — R,
a— ¢z + asy).
Nyt

oz, + asy) = (11 + as; — x)  A(z, + as; — x,)
= a’s] Asy + 2as] A(r) — 2,) + (21 — 2.)T Az — 22)
= a?sT As; — 2asTr) + ¢(21),
ja minimi saavutetaan derivaatan nollakohdassa
2051 Asy — 25111 =0
eli
sty
sTAsy

Maéaritellddn nyt ratkaisun uusi iteraatio x,,

To = T1 + Sy,
ja uusi residuaali o,

ro =m — Arg =11 — aAsy.



Huomaa, etta
siry =sir —asi As; =0,

eli vektorit s; ja ro ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Tamén jélkeen jatketaan kuten edelld: valitaan uusi hakusuunta s, ja
minimoidaan funktio
a — ¢(x2 + asg).

Yleisesti iteraatiokierroksella k = 1,2, ...,
ap = arg min ¢(xy + asy)

. S%Tk
st Asy,

Ongelmana on, miten tulisi valita hakusuunta s;?

Maaritelméa 2.1. Olkoon {si, s9, ..., sk} joukko lineaarisesti riippumatto-
mia vektoreita. Niitd sanotaan A-konjugaateiksi, jos

SJTASZ =0, kunj#I.
Ideana on valita hakusuunnat siten, etté
1. {s1,59,...,s,} ovat A-konjugaatteja, ja

2. Sp{sla 82y, Sk} - Kk(TIaA)’

Nyt
51 =T,
eli
spisi} = Ki(r1, A).
Oletetaan, ettd olemme valinneet A-konjugaatit {si, sq,..., sk}, ja ettd
Sp{Sl, S92, ..., Sk} = Kk(rl, A)
Olkoon

Tyl =M — Al’kH,

ja oletetaan ettd ryiq # 0. Etsitddn uutta hakusuuntaa si,; muodossa
Sk+1 = Tk+1 -+ ﬁSk.
Jotta A-konjugaattisuusehto toteutuisi, vaaditaan

T T T
S ASp1 = 8, Argy1 + Bs Asp = 0,
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eli .
Sk Arpgn

b= st Asy,
Nyt, kun 7 < &,

$;jASK41 = s;‘-FArkH + /BSJTAsk = (Asj)Tr11,
ja

As; € A(sp{s1,-..,8k-1}) = AKg_1(r1, A) C Ki(r1, A) = sp{s1,. .., sk}Lres1,

joten

S]TASkH =0.
Téten siis uusin hakusuunta s, on A-konjugaatti vektoreille sq, s, ..., s
ja

sp{st, ..., skp1} = Kiy1(r1, A).

Huomioi viela, etta

st = (T + Br-155-1)" 7%
=1, + Br_15t_ Tk
= [l [,

silld s7ry, = 0, joten
Tre _ linll
stAs, st Asy

Lisaksi

7541 ’2 = Tg+17"k+1

= 7{+1<m — Azpia)

T
= Tpyq(m — Az — o Asy)
_ T T
=TTk — Ty ASp

= —akrgHAsk,
koska ry € Ki(r1, A) = sp{s1,..., Sk} Lrry1. Téten

el P

||| = %%THA% = ||| * Br
joten
5= |\7“k+1H2‘
|re]?

Kootaan nyt kaikki edella oleva iteratiiviseksi algoritmiksi:

3



CG-algoritmi
1. k= 1: Valitse x; (esim z; =0), 7, =m — Axy, $1 =11
2. Iteroi, kunnes lopetusehto tayttyy:

.
sgAsk’

Tpt1 = Tk + QSk;
The1 = T — O Asy;

[Irall?
[Irll®

Skt1 = Th1 + BrSk.

By =

Lopetusehtona voi kayttaa esimerkiksi Morozovin diskrepanssiperiaatet-
ta, eli iterointi lopetetaan, kun

[l < llell;

missé ||e|| on (arvioitu) mittausvirheen normi. Lisdksi kannattaa myos aset-
taa iteroinneille jokin yldraja, mika estéd iterointisilmukan joutumisen aéarettoméaan
looppiin, jos Morozovin diskrepanssiehto ei tayty.

3 Conjugate Gradient for Least Squares (CGLS)

CG-menetelmén rajoituksena on se, ettd matriisin A tulee olla symmetrinen
ja positiividefiniitti. Yleinen (ylideterminoitu) ongelma voidaan kuitenkin
palauttaa muotoon, jossa CG-menetelméé voidaan soveltaa.
Tarkastellaan ongelmaa
m = Ax,

missd A € R™™ ja oletetaan, ettd AT A on kiisintyvi. Tillsin yo. ongelman
pienimmaén nelibsumman ratkaisu saadaan kaavalla

z=A"m
= (ATA)_IATm,
eli
Bz = b,



missd B = AT A ja b = ATm. Siis ongelman pienimmén neliésumman ratkai-
sun Z 16ytédmiseksi voidaan soveltaa CG-algoritmié yhtaloon

Bz = 0.
Huomaa, ettd nyt residuaali
Ty = b— Bl’k
= ATm — AT Az,

joten maédritelladn erikseen diskrepanssi

dk :m—Axk.

Talloin
T, = ATdk,
ja lisdksi nyt
Cnd® i
stBs,  ||Asg|>

Kootaan ylldoleva iteratiiviseksi algoritmiksi:

CGLS-algoritmi
1. k= 1: Valitse x1, d1 =m — AIl, T = Atdl, Yy = ASl.
2. Iteroi, kunnes lopetusehto tayttyy:

_linel?,
Iy llP

(6973

Tpi1 = Tg + Qg Sgk;
A1 = dp — apyr;
T .
Thp1 = A diyy;

_ el
/Bk-‘r]. - HT']CHZ I

Skt1 = Tht1 + Bet15k;

Yp+1 = ASpi1.



