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1 Tilastolliset inversio-ongelmat

Tilastollinen ionversio perustuu seuraaviin periaatteisiin:
1. Kaikki mallissa olevat muuttujat mallinnetaan satunnaismuuttujilla.

2. Niiden realisaatioiden satunnaisuus kuvaa tiedon astetta (degree of in-
formation).

3. Tama tiedon méird on "koodattu” todennédkoisyysjakaumiin.

4. Tilastollisen inversio-ongelman ratkaisu on tuntemattoman muuttujan
a posteriori -todennékdoisyysjakauma.

Varsinkin viimeinen kohta erottaa tilastollisen ldhestymistavan perintei-
sistd tavoista. Regularisaatiomenetelméit tuottavat yksittédisen estimaatin tun-
temattomasta, kun taas tilastolliset menetelmét tuottavat todennikoisyys-
jakauman, jota voidaan kdyttda varsinaisten estimaattien tekoon. Néin ollen
tarkein kysymys ei ole, "mikd on muuttujan arvo?”, vaan ”"kuinka paljon ja
millaista informaatiota meilld on tuntemattomasta muuttujasta?”.

2 Todennikoisyysavaruuksista ja todennikoi-
syyksista

Maaritelma 2.1. Olkoon () avaruus ja ¥ kokoelma sen osajoukkoja. 3 on
o-algebra, jos

1. Qe



2. Jos A € ¥, niin A°=Q\A € %;
3. Jos A; € ¥, 4 € N, niin U, A; € X

Maaritelmé 2.2. Olkoon ¥ og-algebra avaruudessa ). Kuvaus p: ¥ — R
on mitta, jos:

1. u(A) > 0 kaikilla A € ¥;
2. u(0) =0;

3. Jos joukot A; € ¥ ovat pistevieraita, niin
o0 o
i (U Ai> = Z w(A;) (o-additiivisuus)
i=1 i=1

Mairitelméa 2.3. Mittaa p kutsutaan dérelliseksi, jos p(€2) < oco. Mittaa
kutsutaan o-dérelliseksi, jos on olemassa jono osajoukkoja A; € X, i € N|
siten, etta

Q=J4,  pA) < oo kaikilla i.
i=1
Erityisesti, jos u(€2) = 1, kutsutaan mittaa p todennékoisyysmitaksi.

Maéaritelma 2.4. Olkoon X o-algebra avaruudessa € ja olkoon P todenndkoisyysmitta.
Kolmikkoa (€2, 33, P) kutsutaan todennékoisyysavaruudeksi. Avaruutta €2 kut-

sutaan otosavaruudeksi (sample space), ¥ on tapahtumajoukko (set of events)

ja P(A) on tapahtuman A € ¥ todennékoisyys.

Maaritelmé 2.5. Olkoon (€2, X, P) todennékoéisyysavaruus. Tapahtumia A, B €
Y. kutsutaan riippumattomiksi (independent), jos

P(ANB) = P(A)P(B).

Yleisemmin perhettd {A;|t € T} C X, missd T on mielivaltainen indeksi-
joukko, kutsutaan riippumattomaksi, jos

P (ﬁ A) TP

kaikilla aarellisilla indeksien ¢; € T valinnoilla.



Maéritelméa 2.6. Olkoon (2, X, P) todennékéisyysavaruus. R™-arvoinen sa-
tunnaismuuttuja X on mitallinen kuvaus

X:Q—=R",
toisin sanoen X ~!(B) € X kaikilla avoimilla joukoilla B C R™.

Huomautus 2.7. Jatkossa satunnaismuuttujia merkitéén isoilla kirjaimilla
ja niiden realisaatioita pienilld kirjaimilla, eli X (w) = z, kun w € Q.

Maiaritelma 2.8. Satunnaismuuttuja X € R” generoi todenndkoisyysmitan
px avaruudessa R™ kaavalla

Tétd mittaa kutsutaan X :n todennékoisyysjakaumaksi. Satunnaismuuttujan
X = (21, 29,...,2,) € R" todenndksisyysfunktio F' : R" — [0, 1] on

F(X) :P(Xl SLEI,XQ SZI}Q,...,XH SIL’n), X = ($1,$2,...,$n>.

Maédritelma 2.9. Satunnaismuuttujan X € R" odotusarvo on

B(X} = [ X@)P@) = [ wdux(z),

sikéli, kun integraali suppnee. Samoin muuttujan X korrelaatio- ja kovarians-
simatriisit madritelladn kaavoilla

corr(X) E{XXT}
/ X(w)X (w)"dP(w)
= /n za’dpux(z) € R™™,
ja

cov(X) = corr(X — E{X})
= E{(X —E{X})(X —E{x})7}
_ / (o~ E{X})(z ~ B{X}) djix (v)
= corr(X) — E{X}E{X}",

jos yo. integraalit ovat olemassa.



Maidritelma 2.10. Satunnaismuuttujaa X kutsutaan absoluuttisesti jatku-
vaksi (Lebesguen mitan suhteen), jos

m(B) =0= ,ux(B) =0,

missé B on Borelin joukko. Télloin satunnaismuuttuja X méarittelee to-
dennékoisyystiheyden 7y kaavalla

POX(B) = ix(B) = [ mila)ds

Maaritelma 2.11. Olkoon X; € R" ja X, € R™ kaksi samassa todennékoisyysavaruudessa
() médriteltyd satunnaismuuttujaa. Niiden yhteistodennékoisyysjakauma (joint
probability distribution) méaéritelladn kaavalla

125 ¢P. O B(Rn) X B(Rm) - R+7
(By, B) — P(X1(B1) N X5 (By)).

Toisin sanoen yhteistodennékoisyysjakauma on satunnaismuuttujien tulon
todennékoisyysjakauma:

Xl X X2 0 — R" x Rm, W = (Xl(W),XQ((JJ))

Maidritelma 2.12. Satunnaismuuttujia z; ja Xs sanotaan riippumattomik-
si, jos
1x,x, (B1, Ba) = pix, (B1) pix, (Ba).

Jos X7 ja X5 ovat absoluuttisesti jatkuvia, voidaan riippumattomuus ilmaista
tiheysfunktioiden avulla:

7TX1X2 (‘Tl? :L'Q) = 7-[_-Xl (xl)’]rXQ (.CEQ)

3 Ehdolliset todennikoisyydet

Maéritelméa 3.1. Olkoon A, B € ¥ ja P(B) > 0. Tapahtuman A ehdollinen
todennékoisyys ehdolla B méaritelladn kaavalla

P(ANB)

P(AIB) = — 5

Nyt pétee
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B¢), B‘=Q\B.
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Yleisemmin, jos Q = ., B;, missd I on numeroituva indeksijoukko, niin

iel
P(A) =) P(A|B;)P(B)).
iel
Tarkastellaan kahta satunnaismuuttujaa X; € R™, ¢ = 1,2. Kéytetdan

jatkossa seuraavaa merkintédtapaa: jos B; € R™ ovat kaksi Borelin joukkoa,
niin merkitdén joukon B; X B, yhteistodennédkdoisyytta

px,x,(B1, Ba) = u(By, By) = P(Xy € By, X5 € Bs).

Samoin, jos X; ja X, ovat absoluuttisesti jatkuvia, niin
[I,(Bl,BQ) = / W(Il,xg)dwld{fg.
Bl XBQ

Kayttaen naitd merkintoja, maaritellddn X;:n marginaalitodennikoisyys
n(Br) = p(B1,R™) = P(X, € By),

eli muuttujan X; € By todennékoisyys huolimatta muuttujan X, arvosta.
Oletetaan nyt, ettd X; ja Xo ovat absoluuttisesti jatkuvia. T&lloin

,u(B1)=/ W(l’l,l‘g)dl’ldl‘gz/ m(x1)dzy,
B1 xR™2 B1

misséd marginaalitodennékoisyystiheys on

ﬂ(xl):/ (21, x9)dxs.
R™2

Maaritelma 3.2. Oletetaan, ettd B; C R™, ¢ = 1,2, ovat Borelin joukkoja,
ja ettd joukolla By on positiivinen marginaalimitta, eli pu(By) = P(X;'(By))
0. Maéritelldédn joukon B; ehdollinen mitta ehdolla B, kaavalla

:U’(Bh B2>
i(Bz)

Erityisesti, jos satunnaismuuttujat ovat absoluuttisesti jatkuvia, niin

1

/L(BlyBg) = m /Bl><B2 71'(1’1,1‘2)(11’161&72,

V

p(Bi|By) =

missé

p(B2) = / m(xg)dry = / (21, xo)dr1dzy > 0.
B R™1 x By

Huomaa, ettd kun B on kiinnitetty, niin kuvaus By +— pu(Bp|By) on to-
dennékoisyysmitta.



Jos satunnaismuuttujat X; ja X, ovat riippumattomia, niin

1(B1|By) = u(B1),  pu(B2|Br) = pu(Bz).

Tarkoituksena on méaéaritelld ehdollinen mitta tapauksessa, missé ehtona
on kiinnitetty arvo, eli Xy = x5. Ongelmana on, ettd yleisessd tapauksessa
voi olla, ettd P(Xy = x3) = 0, jolloin edelld oleva ehdollisen mitan kaava ei
toimi. Kuitenkin voidaan osoittaa

Lemma 3.3. Oletetaan, etti X; ja Xo ovat absoluuttisesti jatkuvia ja ettd
nitden tiheydet ovat jatkuvia. Olkoon xo € R™ sellainen piste, ettd

71'(.’132) = /R; 7T(.’131,£L'2)d.1'1 > 0.
ny

Edelleen olkoon (Béj))lgjgoo pienenevd jono vileji avaruudessa R¥ siten, etti
BY)' N, {,}, toisin sanoen BY™ ¢ BY) ja N BY = {x,}.
Talloin raja-arvo
Jim ju(Bi[By) = (B |{2})

on olemassa, ja se voidaan laskea integraalina

(B[ {}) = ﬂ;) / 7(, 22)day.

Nyt ehdollisen mitan méaéaritelmé voidaan laajentaa tapaukseen B, =
{z2}. Jos m(x2) > 0, niin ehdollinen todennékoisyys joukolle B; € R™ ehdolla
By = {z3} on (raja-arvo)

T™r1,T
M(Bll.l@) :/ Md‘fl
By

m(z9)

Yll4 olevasta lemmasta huomataan myos, ettd ehdollinen todennékoisyysmitta
w(Bi|z2) on méadritelty todennikoisyystiheyden avulla
W(Il, 1’2)

7T(.CL’2) , 7T(.T2) > 0.

m(x1|z2) =
Tésté seuraa Bayesin kaava todennékoisyystiheyksille:
(21, x0) = w(w1|x2) T (22) = W(22 |21 )T (21),
joka kirjoitetaan usein muotoon

77(931)7T(932|131)‘

7r(x1|x2) = 7_{_(1,2)



