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1 Reaalilukujen peruskisitteita

Usein tarkastelun kohteena ovat annetun joukon A C R, A # (), maksimi ja
minimi sekd yld- ja alarajat, erityisesti pienin yldraja (supremum) ja suurin
alaraja (infimum).

Maiéritelmi 1.1. Olkoon A C R, A # (. Reaalilukua M € R sanotaan
joukon A maksimiksi (eli suurimmaksi arvoksi), jos

(i) * < M kaikilla z € A ja
(i) M € A.

Merkitdan M = max A.

Vastaavasti reaalilukua m € R sanotaan joukon A minimiksi (eli pienim-
mdksi arvoksi), jos

(i) = > m kaikilla z € A ja

(il) m € A.

Merkitdan m = min A.

Huomautus 1.2. Maksimi ja minimi ovat yksikésitteisia, mikéli ne ovat
olemassa.

Perustelu: Olkoot M = max A ja M’ = max A. Nyt x < M’ kaikilla z € A.
Talloin M < M’, silla M € A. Toisaalta x < M kaikilla x € A ja siten
M'" < M, koska M' € A. Siis M = M’. Minimi todistetaan samalla tavalla
(harjoitustehtava).

Maiéritelmé 1.3. Olkoon A C R, A # (.

(i) Joukkoa A sanotaan ylhddltd rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen M €
R, etté
z < M kaikilla z € A.

Téllaista lukua M sanotaan joukon A yldrajaksi.

(ii) Joukkoa A sanotaan alhaalta rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen m €
R, etté
x> m kaikilla x € A.

Tallaista lukua m sanotaan joukon A alarajaksi.

(iii) Joukkoa A sanotaan rajoitetuksi, jos se on sekéd ylhddltd ettd alhaalta
rajoitettu.

Huomautus 1.4. (1) Jos joukolla on maksimi tai minimi, niin se on vas-
taavasti joukon yla- tai alaraja.

(2) Toisin kuin maksimi ja minimi, joukon yli- ja alarajat eivit ole yk-
sikésitteisia.

Esimerkki 1.5. Maéaritellddn joukko A = U{xn} induktiivisesti

n=1
2
2
T =1, xn+1:x"+ , n=12 ...
2z,
Tutkitaan joukon A rajoittuneisuutta.
Ratkaisu: Nyt 1 = 1 ja siten
1+2 3
Ty T
1,52 + 2
= — ~ 1417
BTy T
1,417% + 2
=~ ~14142.
T A T

Viite 1: z, > v/2,n=2,3,... (1, = 1)

Todistus: Selvasti x,11 = 5 + :r% > 0 kaikillan = 1,2,... (z; = 1). Liséksi

2 2 2
xn+2:xn+(\@) >2mn\/§:\/§

Tn+1 = =
" 2%, 2%, 22,

silld z, # 0, kun n = 1,2,... Edelld on kiytetty ekvivalenssiin a?® + b* >
2ab < (a — b)? > 0 perustuvaa arviota 2 + (v/2)? > 2v/2z,,.

Siten z, > v/2, kun n =2,3,. ..

Siis &, > 1 = x; kaikilla n = 1,2,..., joten A on alhaalta rajoitettu ja
min A = 1.




Viite 2: 1 < xp,n=2,3,...
Todistus: Viite voidaan yhtépitdvisti muuttaa seuraavaan muotoon:

xi+2<x
— n

Tpt1 < Ty = 597
n

= 2+2<222 (2,>0)
= 12 >2
= 1z, >V2 (x,>0).

Koska =, > v/2 >0, kun n = 2,3,..., niin myds 41 < Tn, n =2,3,...
Téstd seuraa, ettd x, < z9 = % kaikilla n = 1,2,..., joten A on ylhaalta
rajoitettu ja max A = 3.

Siis 1 < z, < x5 kaikillan =1,2,..., joten A on rajoitettu.

Varoitus: Ei ole olemassa yleistd menetelméé todistaa, ettd annettu joukko
on rajoitettu. Aina sité ei ole helppoa niahda.

Huomautus: Kéytdnnossd joukon rajoittuneisuus kannattaa usein todistaa
seuraavan kriteerin avulla: Joukko A C R, A # (), on rajoitettu jos ja vain
jos on olemassa sellainen K > 0, etta

|| < K kaikilla x € A.

Perustelu: ”=": Oletetaan, ettd m < x < M kaikilla z € A. Koska |m| <
max{|m|, |M|}, niin

x>m > —|m| > —max{|m|,|M|} kaikillax € A
ja
x < M < |M| <max{|m|,|M|} kaikilla z € A.

Siten
—max{|m|, |[M|} <z <max{|m|,|M|} kaikillax € A,

eli |z| < max{|m/|,|M|}. Taten esimerkiksi valinta K = max{|m/|, |M|} kel-
paa.

7" Jos |z| < K jokaisella x € A (K > 0), niin —K < 2 < K jokaisella
x € A. Siten —K on joukon A alaraja ja K sen yldraja. Siis A on rajoitettu.

Maisritelmi 1.6. Olkoon A C R, A # (). Lukua M € R sanotaan joukon A
pienimmidkst yldrajaksi eli supremumaiksi, jos

(i) x < M kaikilla x € A ja

(ii) jos & < M’ kaikilla x € A, niin M’ > M.

(Kohta (i) kertoo sen, ettd M on yliraja ja (ii) sen, ettd M on yldrajoista
pienin.) Merkitdén M = sup A.

Vastaavasti lukua m € R sanotaan joukon A suurimmaksi alarajoksi eli
infimumiksi, jos

(i) = > m kaikilla z € A ja

(ii) jos # > m/ kaikilla x € A, niin m’ < m.

(Kohta (i) kertoo sen, ettd m on alaraja ja (ii) sen, ettd m on alarajoista
suurin.) Merkitdén m = inf A.

Mddritelmdn merkitys: Koska yléa- ja alarajat eivit ole yksikésitteisid, py-
ritddn valitsemaan niille paras mahdollinen edustaja.

Huomautus 1.7. (1) Jos joukolla A on maksimi, niin max A = sup A. Vas-
taavasti jos joukolla A on minimi, niin min A = inf A. Supremun ja infi-
mum ovat maksimin ja minimin korvikkeita.

Perustelu: Olkoon M = max A. Silloin x < M kaikilla z € A, joten M
on yldaraja. Oletetaan, ettd x < M’ kaikilla © € A. Koska M € A, niin
M < M’, joten M on pienin ylaraja.

Infimum todistetaan samaan tapaan (harjoitusteht&va).

(2) Mikéli supremum tai infimum on olemassa, niin se on yksikésitteinen.

Perustelu: Olkoot M = sup A ja M' = sup A.

Nyt M < M’, koska M’ on yliraja ja M on pienin yldraja.
Toisaalta M’ < M, koska M on yldraja ja M’ on pienin ylidraja.
Siis M = M'.

Infimum todistetaan samaan tapaan (harjoitustehtéva).

Esimerkki 1.8. Olkoon A = ]0, 1[. Mé&rétéan sup A ja inf A.

Ratkaisu: Olkoon M = 1. Osoitetaan, ettd sup A = M = 1.

(i) * < M kaikilla x € A, joten M on joukon A ylédraja.
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(ii) Olkoon M’ € R sellainen, ettd z < M’ kaikilla z € A. Koska 3 € A,
niin M’ > % > 0.
Osoitetaan, ettd M’ > M. Vastaoletus: M’ < M. Talloin 0 < M’ < 1,
joten M’ +1 < 2ja2M =M +M < M +1,ts. M' < A < 1. Siis
M + M M + M
MM ca g Y
2 2
joten M’ ei voi olla joukon A yldraja. Ristiriita.
Siis vastaoletus on véird ja M’ > M.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla M = sup A.

Olkoon m = 0. Osoitetaan, ettd inf A =m = 1.

(i) * > m kaikilla x € A, joten m on joukon A alaraja.

(ii) Olkoon m’ € R sellainen, ettéd z > m/ kaikilla z € A. Koska § € A, niin
m' < %
Osoitetaan, ettd m/ < m. Vastaoletus: m’ > m. Nyt 0 =m < m’ < 3,

joten
/ !/

m m
— €A ja — <m,
2 5
joten m/ ei voi olla joukon A alaraja. Ristiriita.

Siis vastaoletus on vaard ja m’ < m.
Kohtien (i) ja (ii) nojalla m = inf A.

Yleenséd sup A ei kuulu joukkoon A. Seuraavan lauseen nojalla se kuuluu
joukkoon A tdsmaélleen silloin kun se on joukon A maksimi. Vastaavat viitteet
piateviat myos infimumille ja minimille.

Lause 1.9. Olkoon A C R, A # () ja M = sup A. Silloin joukolla A on
maksimi (joka on M) jos ja vain jos M € A.

Olkoon m = inf A. Silloin joukolla A on minimi (joka on m) jos ja vain jos
m e A.

Todistus. ”=": Oletaan, ettd () = max A on olemassa. Talloin x < () aina,
kun z € A (ts. @ toteuttaa supremumin ehdon (i)), ja @ € A. Olkoon M’
joukon A miké tahansa ylaraja, jolloin x < M’ aina, kun z € A. Koska

@ € A, niin erityisesti @ < M’ ja @ toteuttaa supremumin ehdon (ii). Siis
@ on joukon A pienin ylaraja eli Q = M = sup A.

7«<": Oletetaan, ettd M € A. Talloin lisdksi x < M kaikilla z € A, joten M
on joukon A maksimi.

Infimumia ja minimia koskeva viite todistetaan vastaavasti. 0l

Taydellisyysaksiooma. Olkoon A C R, A # 0. Jos A on ylhéilti rajoi-
tettu, niin joukolla A on pienin yliraja (eli sup A on olemassa). Jos A on
alhaalta rajoitettu, niin joukolla A on suurin alaraja (eli inf A on olemassa).

Taydellisyysaksiooman merkitys: Vaikka rajoitetulla joukolla ei yleensé ole
maksimia eikd minimid, niin silld kuitenkin on pienin ylédraja ja suurin ala-
raja.

Huomautus 1.10. Tiydellisyysaksiooma on erittdin tirkeéd reaalilukujen
ominaisuus, jota esimerkiksi rationaaliluvuilla ei ole: Joukolla

A={zeQ|z>02*<2}

ei ole supremumia joukossa Q. Todistuksen idea: Koska A # ) ja A on
ylhédltd rajoitettu, niin tédydellisyysaksiooman nojalla on olemassa M =
supA € R. Lisiksi M? = 2 (harjoitustehtivd). Koska M ¢ @ ja supre-
mum on yksikésitteinen, niin joukolla A ei ole pieninté ylirajaa joukossa Q.
Siten @ ei toteuta tdydellisyysaksioomaa.

Intuitio: Taydellisyysaksiooma takaa, ettei reaaliakselissa ole reikié. Reaalilu-
vut R voidaan méaéritelld jarjestettynd kuntana, joka siséltdé rationaaliluvut
@ ja toteuttaa taydellisyysaksiooman. Karkeasti sanottuna kaikki reaalilu-
kujen ominaisuudet, jotka liittyvét tdydellisyysaksioomaan ovat analyysii,
muut algebraa.

Ongelma: Taydellisyysaksiooma ei anna mitddn keinoa 16ytdéd supremumia
tai infimumia. Kéytédnnossé ensin on tehtdva (hyvd) arvaus ja sitten todis-
tettava se oikeaksi.

Merkintdja:
sup A = 0o <= A ei ole ylhailta rajoitettu.
inf A= —o0o <= A ei ole alhaalta rajoitettu.
sup ) = —o0

inf() = oo




(mik& tahansa luku on tyhjin joukon @) yli- ja alaraja).

Kaytannosséd supremum kannattaa yrittda méarittda seuraavan lauseen avul-
la.

Lause 1.11. Oletetaan, etti A CR, A# 0, A on ylhdcdltd rajoitettu ja ettd
M on joukon A yldiraja. Silloin M = sup A jos ja vain jos jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen x € A, etti

x> M —e¢.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettdi M = sup A ja tehddin vastaoletus: On ole-
massa sellainen € > 0, ettd x < M — ¢ kaikilla z € A

= M — ¢ on joukon A ylidraja ja M —e < M

=—> M ei ole pienin yldraja. Ristiriita.

7« 7: Oletetaan, ettd M on joukon A ylidraja, jolle lauseen ehto péatee. Jos
M' < M, niin valitaan e = M — M’ > 0. Nyt on olemassa sellainen x € A,
etta

r>M-—-e=M—(M—-M)=M.

Siis M’ ei ole joukon A yliraja, joten M on joukon A pienin yliraja. O

Vastaava tulos piatee myos infimumille:

Lause 1.12. Oletetaan, etti A CR, A# 0, A on alhaalta rajoitettu ja etti
m on joukon A alaraja. Silloin m = inf A, jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti
on olemassa sellainen x € A, ettd

r<m-+Ee.
Esimerkki 1.13. Olkoon A = {2—1 | n =1,2,... }. Osoita, ettd sup A = 2.

Ratkaisu: Merkitddan M = 2. Nyt 2 — % <2,n=1,2,..., joten M =2 on
joukon A ylaraja.

Olkoon € > 0. Valitaan n niin, etté

1 1
2——>2—¢ <<= n>-—.
n €

SilloinQ—%EAjaQ—%>M—a. Siten M = sup A.

Huomaa: Esimerkissd ei kiyteta vastaoletusta (toisin kuin edelld). Vastaole-
tus siséltyy lauseeseen 1.11.

Seuraavaksi todistetaan ilmeiseltd tuntuva véite, ettd luonnollisten lukujen
joukko N ei ole rajoitettu. Téatd ominaisuutta on jo kidytetty esimerkeissa.
Viite ei seuraa joukon R algebrallisista (ts. sen laskutoimitusten) ominai-
suuksista vaan todistuksessa kaytetdan taydellisyysaksioomaa.

Lause 1.14 (Arkhimedeen ominaisuus). Jokaista x € R kohti on olemassa
sellainen n € N, ettd
r < mn.

Todistus. Vastaoletus: On olemassa sellainen x € R, ettd n < x kaikilla
n € N. Selvisti voidaan olettaa, ettd x > 2.

x on joukon N ylaraja, joten N on ylhéalta rajoitettu

on olemassa M = sup N € R (tdydellisyysaksiooma)

M — 1 ei ole joukon N yldraja, koska M on pienin ylaraja

on olemassa sellainen m € N, ettd m > M — 1 (M — 1 ei ole ylaraja)
m+1>Mjam+1eN

M ei voi olla joukon N ylaraja. Ristiriita.

FEEELY

Kolmannen ja neljinnen vaiheen voi perustella myos valitsemalla A = N ja
€ = 1 lauseessa 1.11. O

Huomautus 1.15. Arkhimedeen ominaisuudesta seuraa, etté jokaista x > 0
kohti on olemassa sellainen n € N etta

1 1
— <z (elin>-).
n T

Arkhimedeen ominaisuutta kdyttamaéalla voidaan todistaa seuraava lause.

Lause 1.16. Kahden erisuuren reaaliluvun valissd on aina rationaaliluku, ts.
rationaaliluvut ovat tihedssd joukossa R.

Todistus. Olkoot z, y € R sellaisia, ettd y — z > 0. Osoitetaan, ettd on
olemassa sellanen ™ € Q, ettd z < ™ < y.

(Idea: Etsitaan riittdvéan suuri luku n € N, jotta vili |nz, ny| sisiltdd ainakin
yhden kokonaisluvun m.)




Nyt y —x > 0, joten Arkhimedeen ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen
n € N, ettén>y%m. Koska y — x > 0, niin%<y—x.
Olkoon A ={ke€Z|k-L>2} ={keZ]|k>an} (n>0). Arkhi-
medeen ominaisuuden nojalla A # (). Nyt n(—z) € R, joten Arkhimedeen
ominaisuuden nojalla 16ytyy sellainen p € N, ettd p > n(—x)

1

= —p,—(p+1),—(p+2),... ¢ A

Siten A on alhaalta rajoitettu kokonaislukujen joukko, joten inf A on olemas-
sa.
Valitaan ¢ = 1 lauseessa 1.12. Tilloin on olemassa sellainen m € A, ettéi
m < infA4+Telim—1<infA Sisme Ajam—1¢ A eli ™ >z ja
(m —1) -+ < . Niin ollen

m m—-—1 1

1
— = +—<z+-<z+(@y—=z) =y,
n n n n

Joten x < < y. Ol

Seuraus 1.17. Kahden erisuuren reaaliluvun valissid on aina irrationaalilu-
ku.

Todistus. Olkoot luvut z ja y sekd y > x. Lauseen 1.16 nojalla vélilla |x —
V2,y — +/2[ on rationaaliluku o ts.

r-vV2<Z<cy-v2 = 2<Z1v2<y
n n

Lisiksi 2 + /2 € R\Q, sillid v2 € R\Q. O

Seuraus 1.18. Kahden erisuuren reaaliluvun valissid on ddrettoman monta
rationaali- ja irrationaalilukua.

Todistus. Olkoot luvut x ja y, y > x. Tehdédén vastaoletus: Lukujen x ja y
vélissd on n kappaletta rationaalilukuja. Vili |z, y| voidaan jakaa osavéleihin,
joita on (n+ 1) kappaletta. Lauseen 1.16 nojalla jokaisella osavililld on aina-
kin yksi rationaaliluku, joten vélilta |z, y[ 16ytyy n+ 1 rationaalilukua. Td&ma
on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, joten lukujen z ja y vélissd on déreton
madrd rationaalilukuja. Irrationaalilukuja koskeva véite todistetaan samalla
tavalla kdyttamalla seurausta 1.17. OJ

Lause 1.19 (sisékkéisten vilien periaate). Jos [ay,b1] D [ag,ba] D -+ ovat
sisdkkdisia suljettuja vileji (a,,b, € Ry,n=1,2,...), niin

oo

ﬂ[an,bn] £ ()

n=1
(eli on olemassa sellainen x € R, etti x € [ay, by kaikillan =1,2,...)

Huomautus 1.20. (1) Sisikkéisten vélien periaate kertoo saman kuin téy-
dellisyysaksioomakin eli ettei reaaliakselilla ole reikié. Voidaan todistaa,
ettd sisdkkiisten vilien periaate on yhtépitdava téaydellisyysaksiooman
kanssa.

(2) Lauseen kannalta on olennaista, etté vilit ovat suljettuja, esimerkiksi

Perustelu: Vastaoletus: ﬂflo:l]O,%[ # (). T&llsin on olemassa sellainen

x € R, ettd x € ]0, %[ aina, kun n = 1,2,... Tille luvulle x pitee
siis 0 < x < % elin < % aina, kun n = 1,2,... Tdma on ristiriidassa
Arkhimedeen ominaisuuden kanssa.

Huomaa, ettd (77, [0, 2] = {0} (harjoitustehtéivi).

(3) Lauseen kannalta on olennaista, ettd vilit ovat rajoitettuja:

[n, o0 =10

n=1

(harjoitustehtava).

Lauseen 1.19 todistus. Merkitaan I,, = [a,,b,]. Télloin I,, C I, kaikilla n =
1,2,...

— a4, <b,<b, Yn=12...
— A={a,|n=12,...} on ylhdiltd rajoitettu ja A # ()
= on olemassa M =sup A € R (tdydellisyysaksiooma)

Koska M = sup A on joukon A yldraja, niin a, < M kaikillan =1,2, ...

Viite: M < b, kaikillan =1,2,...
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Perustelu: Todistetaan, ettd jokainen b,, n = 1,2,..., on joukon A yldraja.
Oletetaan, ettd n on kiinnitetty.

k<n = I,C I, = a;, <a, <bh,.

Siten ay < b, jokaisella k =1,2,...

= b, on joukon A ylaraja
= M < b,, koska M on pienin ylaraja
= a, < M <b, kaikillan =1,2, ...

== M € ﬁ[an,bn].

n=1

Esimerkki 1.21. Olkoon z € R. Valitaan aq, by € QQ, a; < by niin, etti
S [al, bl] .
Jaetaan vili [ay, by] kahteen osaan keskipisteesté

ay + by
2

ja valitaan néistd vili [ag, bo] niin, ettd ag, by € Q, as < by ja
x € [ag, bs).

Jatketaan nain. Kun [a,, b,] on valittu, niin jaetaan se kahteen osaan keski-
pisteesta
(07 + bn
2
ja valitaan néistd seuraava véli [a,11, byr1], @ntt, bnt1 € Q, ap1 < byyq niin,
etta

T e I:a’nJrl?anrl}'
Siis
a <ay < <pg S < by <o < by < by

Néin saadaan jono suljettuja sisdkkaisid véleja

[a1,b1] 2 [ag,bo] O -+,

11

joiden pituudet

b1 — an_1 by —aq
bn—an:72 R = -0,
kun n — oo. Liséksi .
{z} = ([an, ba).
n=1

Niin jokainen reaaliluku saadaan méériteltyé rationaalipaétepisteisten vélien
avulla.
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2 Lukujonoista

2.1 Lukujonon raja-arvo

Maaritelma 2.1. Reaalilukujono
(xn) = T1, T2, T3, ...
on kuvaus z: Z; — R, missd x(n) = x,.
Mddaritelmdn tarkoitus: Jokaista lukua n = 1,2,... asetetaan vastaamaan

reaaliluku x,,. Méaritelméaa kdytetdan myos joukon Z, &darettomille osajou-
koille numeroimalla niiden alkiot uudelleen.

Varoitus: Jonoa (z,) ei saa samaistaa joukkoon
{z, |n=1,2,...}.
Esimerkiksi

(x,) =0,1,0,1,...
(yn):]-vov]-vov"'

ovat eri jonoja vaikka
{zp|n=1,2,...} ={y, | n=1,2,...} ={0,1}.
Jonoissa esimerkiksi termien jérjestysté ei saa muuttaal

Maiédritelmé 2.2, Jonon (z,,) sanotaan suppenevan kohti lukua a € R, jos
jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € Z, etta

|z, —al <e
aina, kun n > n.. T&llin sanotaan, ettd a on jonon (x,) raja-arvo ja mer-
kitdan

lim z, =a tali =z, — a, kun n — oo.
n—oo

Jos jono ei suppene kohti mitédén lukua, niin sanotaan, ettd se hajoantuu.

Mddritelmdn tarkoitus: Kaikki termit x,, ovat mielivaltaisen ldhelld pistetté
a, kun n on riittdvan suuri.
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Huomautus 2.3. Suppenevan jonon raja-arvo on yksikéasitteinen luku. Jono
el siis voi supeta kohti kahta eri lukua.

Perustelu: Vastaoletus: Olkoot @ = lim z, ja b= lim z,, sekd a # b.

n—00 n—00
[b—al

Valitaan ¢ = 5. Talloin méaritelmén 2.2 nojalla on olemassa sellaiset n.,

nlgl < Z+, etta

|z, —a| < e, kun n > nl, ja

|z, — b] < &, kun n > n!.
Kolmioepéayhtdlon nojalla on voimassa arvio
b—al=lb—x,+z,—al <|b—x,|+ |x, —a|<e+e=2=1b—al,
kun n > max{n.,n’}. TAma4 on ristiriita, joten a = b.

Huomautus 2.4. Raja-arvon maéritelmé ei anna keinoa médrittda raja-
arvoa. Kéytdnnossé ensin on tehtdva valistunut arvaus siitd, mika raja-arvo
on ja sitten on todistettava, ettd se on raja-arvo. Téassd on sama vaikeus kuin
taydellisyysaksiooman kéytossa.

Lemma 2.5. Suppeneva jono (x,) on rajoitettu, eli on olemassa sellainen
reaaliluku M > 0, ettd

|z, < M kaikilla n=1,2,...

Todistus. Olkoon a = lim x,. Talloin

n—00

Ve >03dn. €Z; siten, ettéd |z, —a| < e, kun n > n..
Valitaan € = 1, jolloin

dny € 74 siten, ettd |z, —a|l < 1, kun n > n4
= |z, < |op—a+a|l < |z, —a|l+|a] <1+ la|, kun n > n,.

Toisaalta
|z, < max{|z1], |zal, ..., |20, |}, kun n < ng.
Siis
|z,| < max{1+ |a|, |x1],...,|Tn, |}
kaikilla n = 1,2,..., ja viite pétee, kun valitaan siind M = max{l + |a],
lz1], ooy [, |} ]
14




Huomautus 2.6. Kéinteinen véite ei péade. Siité, ettd jono on rajoitettu,
el seuraa, ettd se suppenee. Esimerkiksi jono (x,) = 0,1,0,1,... hajaantuu
vaikka se on rajoitettu.

Lemmaa 2.5 voidaan kuitenkin kédyttdd jonon hajaantumisen nayttédmiseen.
Esimerkiksi jono (z,), , = n, n = 1,2,..., ei ole rajoitettu, joten se ei
suppene.

Huomautus 2.7. Raja-arvoille pétevit seuraavat algebralliset ominaisuudet
(harjoitustehtdvi): Jos jonot (z,) ja (y,) suppenevat seké lim x, = a ja
lim y, = b, niin o

n—oo

(i) lm (2, +yn) =a+b,

n—oo

(i) lim (z, —y,) = a — b,

n—oo

(i) lm (z,y,) = ab,

(iv) lim ﬂ:%,kunyn;zréo,n:1,2,...,3’;1()7&().
n—?OOyn

Varoitus: Siitd, ettd summajono (z, + y,) suppenee, ei voi péételld, ettd
alkuperiiset jonot (z,) ja (y,) suppenevat.

Jos esimerkiksi z,, = (=1)" ja y,, = (=1)""™', n = 1,2,..., niin 7, + y, = 0
kaikilla n = 1,2, ... Néin ollen

n—oo
mutta jonot (z,) ja (y,) eivét suppene.

Lause 2.8 (epdyhtilon sdilymisen periaate). Olkoot (x,) ja (y,) sellaisia
suppenevia jonoja, ettd r, <y, katkillan=1,2,.... Silloin

lim z, < lim y,.

n—oo n—oo
Varoitus: Aito epayhtalo ei vélttamatta sdily rajankdynnissa:
Tp < Yp 7= lim z, < lim y,.
n—oo n—oo
Esimerkiksi z,, = 0, y, = %, n=1,2,... Talloin

Tp < UYn, n=12,..., mutta lim x, =0 = lim y,.

n—oo n—oo
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Todistus. Merkitdén a = lim x, ja b= lim y,.

n—oo

Olkoon ¢ > 0, jolloin on olemassa sellaiset n. ja n!, etta
|z, —a| < %, kun n > nl, ja
lyn — b < %, kun n > n.
Koska a — =, < |z, — a| ja y, — b < |y, — b, niin

e . 5
a—1r, <= ja yn—b<§, kun n > max{n.,n’} = n.

2
= a—b:(a—xn)+(yn—b)+(xn—y,L)<E+§:€, kun n > n.
N—— 2 2
<0
— a—b< e kaikillae > 0.
Téten a — b <0, eli lim z, =a <b= lim y,. O

Lause 2.9 (suppiloperiaate). Oletetaan, etti (x,), (yn) ja (2,) ovat sellaisia
jonoja, ettd
Tn <Yp <z, kaikillan=1,2,...

Jos (xy,) ja (z,) suppenevat kohti samaa lukua eli

lim z, =a = lim z,,
n—oo n—oo

niin myos (y,) suppenee ja

lim y, = a.
n—oo

Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen, jolloin on olemassa sellaiset n. ja n”,
etta

|z, —a] <e, kann >nl, ja
|z, —a| <&, kun n > n!.
Koska
a—1a, <l|r,—al<e kunn>n., ja
Zn—a < |z, —al <e, kunn>n,
niin
a—e<x,<y,<z,<a+e, kunn > max{n., n’}=n..
Siis
lyn, —al < e, kunn >n.,

joten lim y, = a. O
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Huomautus 2.10. Suppiloperiaattessa on tarkeédd, ettd jonot (x,) ja (z,)
suppenevat kohti samaa lukua.

Esimerkiksi jonoille z,, = —1, y, = (-1)" ja 2z, = 1, kun n = 1,2,..., on
voimassa
lim z, = —-1# 1= lim z,

ja x, <y, < z,, mutta (y,) hajaantuu.

2.2 Monotoniset jonot

Maéritelmé 2.11. Jonoa (x,,) sanotaan
(i) kasvavaksi, jos xp41 > x, kaikillan =1,2,.. .,
aidosti kasvavaksi, jos Tpy1 > x, kaikillan =1,2,..

(ii) wvdheneviksi, jos p1 < x, kaikillan =1,2,.. .,
aidosti vihenevdksi, jos 41 < T, kaikillan =1,2,.. .,

(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai viheneva,
aidosti monotoniseksi, jos se on aidosti kasvava tai aidosti viaheneva.

Lause 2.12 (monotonisen konvergenssin lause). Monotoninen jono suppenee
jos ja vain jos se on rajoitettu. Lisdksi pdtee:
(i) Jos (z,) on kasvava ja rajoitettu, niin

lim z, = sup{z, | n=1,2,...}.

(ii) Jos (x,) on vihenevd ja rajoitettu, niin

lim z, = inf{z, | n=1,2,...}.

Todistus. ”=": Jos jono (x,) suppenee, niin lemman 2.5 nojalla se on rajoi-
tettu.

7«": Todistetaan kohta (i). Olkoon (x,) kasvava ja rajoitettu.

= 3 M € R siten, ettd |z,| <M Vn=12...
— Jsup{z, |n=1,2,...} =a €R (tdydellisyysaksiooma)
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Osoitetaan, ettd a = lim z,.

n—o0o

Olkoon & > 0 mielivaltainen. Lauseen 1.11 nojalla on olemassa sellainen n.,
ettd x,, > a — ¢. Koska jono (z,) on kasvava, niin

Ty > Ty, >a—c¢  kaikillan > n,
—a—c<x,<a<a+e kaikillan>n. (aon yliraja)
— —e<x,—a<e kaikillan >n,
= |z, —al|<e n>n,

— a = lim z,.

Kohta (ii) todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtévé). O

Huomautus 2.13. (1) Edelld monotonisuusoletus on olennainen. Esimer-
kiksi jono z,, = (—1)", n = 1,2, ..., on rajoitettu, mutta se ei suppene.

(2) Voidaan osoittaa, ettd monotonisen konvergenssin lause on yhtapitava
téaydellisyysaksiooman kanssa (harjoitustehtéva).

2.3 Osajonot

Maisgritelméi 2.14. Jonoa (yx) sanotaan jonon (x,) osajonoksi, jos on ole-
massa sellaiset luvut n; < no < ..., etté

Yr = Tp, kaikilla k =1,2,...

Madritelmdn tarkoitus: Osajono saadaan alkuperdisesta jattamélla pois sen
alkioita ja numeroimalla saadun jonon alkiot uudelleen samassa jérjestykses-
sé.

Huomautus 2.15. (1) Jono (z,) on sellainen kuvaus z: Z; — R, ettd
z(n) = x,. Olkoot n, € Z, sellaisia, ettdi n; < ny < ... T&lléin on

olemassa kuvaus

o:Zy — {ni,ng, ...}, o(k)=ng.
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Osajono (x,, ) on yhdistetty kuvaus
xoo: 7, — R, (xoo)(k)=z(o(k)) =x(nk) = xp,.
(2) Huomaa, ettéd aina nj > k.

Esimerkki 2.16. Olkoot z,, =

(x,,) osajonoja:

WO~ o

1 1
272
Lause 2.17. Jos jono (z,,) suppenee kohti lukua a, niin sen jokainen osajono
suppenee kohti lukua a.

Kidintien jos jonon (x,) jokainen osajono suppenee, niin myds (x,) suppe-
nee.

Todistus. Oletetaan, ettd lim x,, = a. Olkoon (y;) jonon (z,) osajono ja

n—oo

yk‘ = xnka nk Z k

Koska lim z,, = a, niin jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen n,, etti

n—oo

|z, —a| <e kaikilla n > n..
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Jos k > n,, niin ng, > k > n,. ja
lyr — al = |z, —al <e, kun k > n..
Siten klirgo Yr = a.
Kéédnteinen viite on selvé, silli (z,,) on itsensd osajono. O

Huomautus 2.18. Lause 2.17 antaa keinon todistaa, ettd jono hajaantuu.
Riittad 1oytéaa osajono, joka ei suppene, tai kaksi osajanonoa, jotka suppene-
vat eri lukuja kohti.

Varoitus: Kuitenkaan siité, ettd jokin osajono suppenee ei voi paatelld, ettéd
alkuperdinen jono suppenee.

Lause 2.19 (Bolzanon—Weierstrassin lause). Rajoitetulla jonolla on suppe-
neva 0Sajono.

Todistus. Olkoon jono (z,) rajoitettu. T&alloin on olemassa sellaiset m, M €
R, ettd m < x, < M kaikilla n = 1,2,... Merkitddn a; = m ja by = M.
Silloin

T, € [a1,by] kaikillan =1,2,...

Jaetaan vili [ay, b1] kahteen osaan keskipisteestdén

ay + by
Cc1 = B

Talloin ainakin toinen véleistd [ay, ¢1], [c1, by] sisdltdd dédrettomén monta jo-
non (x,,) alkiota, silld jos molemmat sisiltdisivit vain dérellisen monta jonon
alkiota, niin koko jonossa olisi vain &arellisen monta alkiota.

(Huomaa, ettd {z, | n = 1,2,...} voi olla &&rellinen joukko, mutta sité
el saa samaistaa jonoon (z,). Esimerkiksi jonon (z,) = 1,2,1,2,... alkiot
muodostavat joukon {z, | n=1,2,...} ={1,2}.)

Valitaan néistd vili, jossa on &drettémén monta jonon alkiota ja merkitdan
sité [ag, bo]. Jatketaan nédin. Olkoon

ay + by
2

Cr —

vélin [ay, bx] keskipiste ja valitaan véleistd [ag, cx], [ck, bi] se, joka sisdltad
ddrettoméan monta jonon alkiota. Merkitdén valittua valid [ag1, bri1].
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Koska vilit [ax, b, k = 1,2,. .., ovat sisdkkaisiéd suljettuja vélejé, niin sisak-
kéisten vilien periaatteen (lause 1.19) nojalla on olemassa sellainen zy € R,

etta
o0
To € ﬂ [ak,bk].
k=1

Toisaalta, koska vilien [ay, by| pituus

bp_1 — ag_ b1 —a
bk—akzik ! 5 Pl = 12k_11 — 0, kun k£ — o0,
niin
oo
() [ax, be] = {wo} -
k=1
Konstruoidaan sitten suppeneva osajono. Valitaan n; = 1, jolloin z,, €

[a1, b1]. Valitaan sitten luvut nyyq induktiivisesti niin, ettd ng.; > ni ja
Tppoy € [Ghg1,bp41]. Tdméa on mahdollista, silli jokainen vali [ag1, bpt1]
sisdltéad ddrettomén monta jonon (x,) alkiota.

Nyt Tngy o € [akv bk}a jOten

bl — a1
|0, — o] §bk—ak:W—>0, kun k& — oc.
Siis
xo = lim z,,
k—o0
ja (z,,) kelpaa suppenevaksi osajonoksi. O

Huomautus 2.20. (1) Suppeneva osajono ei ole yksikisitteinen. Esimer-
kiksi jonolla x,, = (— )", n = 1,2,... on suppenevat osajonot (rog) =
L1,... ja(zop—1) = =1, —

(2) Bolzanon—Weierstrassin lause yleistdd monotonisen konvergenssin lau-
seen. Bolzanon—Weierstrassin lauseen nojalla erityisesti jokaisella rajoi-
tetulla monotonisella jonolla on suppeneva osajono ja monotonisuudesta
seuraa, ettd alkuperdinenkin jono suppenee.

(3) Bolzanon—Weierstrassin lause voidaan todistaa myds monotonisen kon-
vergenssin lauseen avulla, silld jokaisella jonolla (ilman mitd4n ehtojal)
on aina monotoninen osajono (harjoitustehtavé).

(4) Voidaan todistaa, ettd Bolzanon—Weierstrassin lause on yhtapitavé tay-
dellisyysaksiooman kanssa (harjoitustehtavi).
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Esimerkki 2.21. Osoitetaan, ettd jokaista a € [0, 1] kohti on olemassa sel-
lainen jonon

osajono, joka suppenee kohti lukua a.

Jonon (z,,) alkiot ovat muotoa
m
E+1
olevia rationaalilukuja. Namé luvut on jarjestetty ryhmiin, joilla on sama
nimittdjd k+ 1, kun k=1,2,...

missi k=1,2,...jam=1,2,...,k,

Selvisti jono (z,,) kdy ldvitse (numeroi) kaikki vélin |0, 1[ rationaalipisteet,
toisin sanoen

{z,|n=1,2,...} =QnNJ0,1].
Olkoon a € [0,1]. Haluttu, lukua a kohti suppeneva, osajono 16ytyy, kun
todistetaan seuraava véite: Jokaista k = 1,2, ... kohti on olemassa sellainen
T, € QNJ0, 1], ettd

1.
|Tn, —al < — ja ng>ngq.

k

Todistus: Valitaan ny = 1, jolloin z,, = % ja
|z, —al < 1.

Oletetaan sitten, etté indeksit ny < ny < --- < ny on valittu niin, etté

1
|Tn, —al <=, j=1,2,... k.
J

Vali

1 1
— 1
¢ k+1’a+k+1{ﬂ]o’ [

on epétyhji, joten seurauksen 1.18 nojalla se siséltdd darettoméan monta ra-
tionaalilukua. Siten on olemassa sellainen ny1 > ny, etté
<L 1

k+1

Néin jono (z,,) saadaan méédriteltyd induktiivisesti. Jokaista k = 1,2, ...
kohti on siis olemassa sellainen z,, , ettd

|xnk:+1 a|

1
|z, —al < T
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Tésté seuraa, etté

lim z,, = a.
k—o0

Seuraavat kisitteet ovat térkeitd analyysin jatkokursseilla. Olkoon () ra-
joitettu jono, ts. on olemassa sellainen M > 0, ettéd |x,| < M kaikilla n € N.

(i) Madritelladn uusi jono (a,) asettamalla

a, = sup{zy | k > n} = sup xy.
k>n

Talloin
ani1 =sup{xg |k >n+1} = sup zx < a,
k>n+1

(jos A C B, niin sup A < sup B), joten jono (a,) on vihenevi. Lisdksi

—M <x, <M kaikilla k&

= —M <a, =supxy <M kaikilla n
k>n

= |a,| < M kaikilla n,

joten jono (a,) on rajoitettu. Lauseen 2.12 nojalla (a,) suppenee ja
lim a, = inf{a, | n =1,2,...}. Télle raja-arvolle (ns. limes superior)
n—oo

kaytetdan merkintdd lim a, = lim sup z, = limsup x,,.

n—oo N—00 L>n n— 00

(ii) Muodostetaan vastaavasti jono (b,,), jolle b, = é1>1f T, n=1,2,... Jono

(b,) on kasvava ja kuten edelld nihdésn, ettd |b,| < M kaikilla n. Siten
lauseen 2.12 nojalla (b,) suppenee ja

lim b, = sup{b, | n=1,2,...}.

Télle raja-arvolle (ns. limes inferior) kidytetddn merkintdd lim b, =

n—oo
lim inf z; = liminf z,,.
n—oo k>n n—o00

Huomautus 2.22. Olkoon (z,) rajoitettu jono sekd U = limsup z,, ja L =

liminf z,,. Todistukset sivuuttaen mainitaan, ettd talloin

(i) L<U,
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(ii) on olemassa sellainen osajono (z,, ), ettd lim z,, =U,
k—o00

(iii) on olemassa sellainen osajono (zy,), ettd lim x,, = L,

l—o00
(iv) Jono (x,) suppenee jos ja vain jos L = U.

Esimerkki 2.23. Merkitdédn U = limsup z,, ja L = liminf x,,.

n—o0 n—oo

(1) Olkoon z,, = (—1)", n=1,2,... Talloin U =1 ja L = —1. ja jono (z,)
hajaantuu (vertaa huomautuksen 2.22 kohtaan (iv)).

(2) Olkoon z,, = “g,n=1,2,... Tilléin U = L = 1, joten huomautuksen
2.22 kohdan (iv) mukaan myos lim z,, = 1 (harjoitusteht&va).

n—oo

(3) Olkoon z,, = n(14+(—1)"),n =1,2,... T&llsin L = 0ja U ei ole olemassa
(harjoitustehtava).

Liséksi seuraavat raja-arvoa koskevat asiat ovat keskeisid. N&itd on jo epéa-
suorasti sovellettu esimerkeissé ja laskuharjoituksissa.

Ma#éritelmé. Jonon (z,,) sanotaan hajaantuvan kohti ddretonté, merkitaan
lim z,, = 400, jos ja vain jos jokaista M € R kohti on olemassa sellainen

n—oo

N € 7, ettd x, > M, kun n > N. Merkintd lim z, = —oco méadritelldén

n—oo

muuten samalla tavalla, mutta ehto x,, > M korvataan ehdolla =, < M.

Lause (Vertailuperiaate). Jos jono (a,) hajeantuu jo lim a, = +oo sekd

on olemassa sellainen N, etti a, < b, kaikilla n > N, niin myds jono (b,)
hajaantuu ja lim b, = 400.

2.4 Cauchyn jono

Mairitelmé 2.24. Jonoa (x,,) sanotaan Cauchyn jonoksi, jos jokaista e > 0
kohti on olemassa sellainen n. € 7, , etti

|z, — x| < € aina, kun n, m > n..

Mddritelmdn tarkoitus: Kaikki jonon termit x, ovat mielivaltaisen ldhell&
toisiaan, kun n on riittdvan suuri.
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Huomautus 2.25. (1) Vaikka Cauchyn jonon mééritelmé nayttad melkein
samalta kuin jonon raja-arvon mééritelmé, siind on vain jonon termeja
eiké mahdollista raja-arvoa.

(2) Ehto voidaan kirjoittaa muodossa:
|2y — Tpip| < € aina, kunn >n. jap € Z,.

Varoitus: Cauchyn ehtoa ei voi kirjoittaa seuraavasti: jokaista & > 0 kohti
on olemassa sellainen n. € Z, etté

|z, — xpy1| < € aina, kun n > n,

eli
lim (x, — x,41) = 0.

Esimerkiksi kdy jono
(xn)::l,11,2,21,22,3,31,32,3§,.“
2 33 4° 4 4
Silloin lim (x,, — zp41) = 0, mutta (x,) ei ole Cauchyn jono (jono (z,)
ei mybsri:éign suppene).

Esimerkki 2.26. Osoitetaan, etté (x,,), z, = "T”, n=1,2,..., on Cauchyn
jono.

Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Télloin kolmioepayhtdlén nojalla

|Tn — T| =

n+2 m+2|  |mn+2m— (mn+2n)
n mo|
2 2

<S4S gl
J— R — 725,
nmnoom 2 2

_|2m —2n
N nm

nm

kun n, m > g. Siten n. voidaan valita (esimerkiksi) pienimméksi kokonais-
luvuksi, joka on suurempi kuin %.

Lause 2.27 (Cauchyn suppenemiskriteeri). Reaalilukujono (x,,) suppenee jos
ja vain jos se on Cauchyn jono.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (z,) suppenee ja a = lim z,. Olkoon
n—oo

€ > 0 mielivaltainen. Téll6in on olemassa sellainen ne, ettd
£ .
|z, —al < B kaikilla n > ne.
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Siten
€

=¢ kaikilla n, m > ne,
2 2

£
|2y — Tp| < |@p —a| +]a — x| < 5—1—
eli (x,) on Cauchyn jono.
7«<": Olkoon (x,) Cauchyn jono.

Osoitetaan ensin, ettéd jono (z,) on rajoitettu. Koska (x,) on Cauchyn jono,
niin lukua € = 1 kohti on olemassa sellainen nq, etté
|z, — x| < 1, kun n, m > ny
= |xn] <|zp, | + |20 — 2y | < |20, | + 1, kun n > ny.

Liséksi |z,| < max{|zi|,...,|Tn, 1]}, kun n < n;. Téten
|z, < max{|z1],...,|Tn, 1], |Tn | + 1} =M kaikillan =1,2,...
eli jono (z,) on rajoitettu.

Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause 2.19) nojalla jonolla (z,) on suppene-
va osajono (x,, ). Merkitdén

a= lim z,,
k—o0

ja osoitetaan, ettd tdm& on myds jonon (x,) raja-arvo. Kolmioepdyhtilon
nojalla
|2 — a| <2y — xp, | + |20, —al .

jokaisella n, k € Z. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska (z,) on Cauchyn
jono, niin on olemassa sellainen n., ettd

€ /
| — @, | < 2 kun n, ng > n_.

Koska jono (z,,) suppenee, niin on olemassa sellainen n”, etta
|, — a] < =, kun ng > n!’
Ty, — 0] < 5, kunng 2 .

Valitaan kiinted nj, > max{n., n”}. Silloin
€

\xn—a|<2

3
+ 5 =&, kaikilla n > n,

eli a = lim z,. ]

n—oo
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Huomautus 2.28. (1) Todistuksesta néhdéén, ettd Cauchyn jono suppe-
nee jos ja vain jos silld on yksikin suppeneva osajono. Sama ominaisuus
pétee monotonisille rajoitetuille jonoille, mutta ei mielivaltaisille (rajoi-
tetuille) jonoille.

(2) Cauchyn suppenemiskriteeri on yhtapitéava tdydellisyysaksiooman kanssa
(harjoitustehtavé).

Esimerkki 2.29. Osoitetaan, ettd jono (s,,),

n

1 11 11 1
nzz—lkH*:l_* 4 oa(—1)flo =12 ...
i k:l( "R pty Tty T =2

suppenee, toisin sanoen lim s, = > >~ (— on olemassa.

k+11

n—oo ) k
Tehdddn tdmé osoittamalla, ettd (s,) on Cauchyn jono. Olkoon £ > 0. Ol-
koon aluksi m > n ja osoitetaan, etté |s,, — s,| < n%rl kaikilla n = 1,2, ...
Tarkastelu on paras jakaa kahteen osaan sen mukaan, onko m — n parillinen
val pariton:

1. Jos m = n+ 2p (eli m — n on parillinen luonnollinen luku), niin

n+2p
|Sm — Su| = |Sns2p — sny_‘z 1y ‘
k=n-+1
_‘ 1 1 . L+ 1 1
Cn+1l n+2 m—1 m
1 1 N i 1 1
T n4+1 n+2 m—1 m
1 1 1 1 1 1
Cn+41 n+2 n+3 m—2 m-—1 "
1
< kaikilla n = 1,2, ...
n +

2. Josm=mn+2p+1 (eli m — n on pariton luonnollinen luku), niin

n+2p+1

1
5 = Sl = [suszpia = sl = | 2 (=112 ]
k=n+1
1 Lol Lo
Cn+1 n+2 m—2 m-1 m
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1 1 N N 1 1 +1
T n4+1 n+2 m—2 m-—1 m

1 1 1 1 1
Cn+41 n+2 n+3 m—1 m
1
kaikilla n = 1,2, ...
n+1

<

Niiden kahden kohdan nojalla

1 1 1
|Sm 3n|<7<—<5 kun n > —.
n+1 €

Jos toisaalta n > m, niin vaihtamalla edelld lukujen n ja m roolit ndhd&én,

etta
1 1 1
<—<e kunm>-.
m—+ 1 m €

|Sn — Sm| <

Téasté seuraa, etté
|sn — sm| <&, kunn, m > —
€

joten (s,) on Cauchyn jono ja suppenee Cauchyn kriteerin nojalla.

Lisdtieto: Jonon (s,) raja-arvo on ns. alternoiva harmoninen sarja, johon
palataan my6hemmin sarjoja tarkastelevassa luvussa. Voidaan osoittaa, etté

tAmé raja-arvo on
o0

Z k“ =1In2.

k=1

Huomautus 2.30. (1) Kurssilla Analyysi I1I tutkitaan tdydellisid avaruuk-
sia, jotka mééritelménsé nojalla ovat sellaisia, etté jokainen Cauchyn jo-
no suppenee.

(2) Reaaliluvut voidaan konstruoida kayttamélla rationaalilukujen Cauchyn
jonoja: Olkoot (z,,), (y,) Cauchyn jonoja, missa x,, y, € Q,n=1,2,...
Maéaritelldéan ekvivalenssirelaatio ~ Cauchyn jonoille asettamalla

(@) ~ (yn) = lim (2, —yn) = 0.

Reaaliluvut voidaan nyt mééritella tdmén ekvivalenssin ekvivalenssiluok-
kina.
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3 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

3.1 Peruskasitteita

Kerrataan aluksi peruskésitteitd kurssista PM I. Funktio f: A — B on séin-
t0, joka liittdd jokaiseen mddritysjoukon eli lihtdjoukon A = Dy alkioon x
yksikésitteisesti jonkin maalijoukon B alkion y, merkitddn y = f(x). Joukko

Ry={yeBly=f(), v €A}

on funktion f kuva- eli arvojoukko. Tétd merkitédén usein myos f(A). Funk-
tiota f: A — B sanotaan

(1) surjektioksi, jos Ry = B,
(2) injektioksi, jos on voimassa ehto
11 # 2y = f(x1) # flz2),

(3) bijektioksi, jos se on injektio ja surjektio.

Injektion ehdon voi ilmaista my6s muodossa
f(.%’l) = f(CL'Q) — I = T2.

Huomautus 3.1. Ellei toisin mainita, niin talla kurssilla kidytetédén seuraa-
vaa sopimusta: Kun funktio f on annettu lausekkeena, niin sen mééritys-

joukko Dy on laajin mahdollinen reaalilukujen osajoukko, jossa lauseke on

mielekéis. Esimerkiksi funktion f(z) = —5 + \/ﬁ méadritysjoukko on

Diy={zxeR|x>-5jax#3}
Olkoon FE perusjoukko ja A, B C FE. Talloin

(i) A®={z e E|z¢ A} on joukon A komplementti,

(i) AUB ={z € E | x € Ataiz € B} on joukkojen A ja B unioni eli
yhdiste,

(ili) ANB={r € E |z € Ajaze B} onjoukkojen A ja B leikkaus,
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(iv) AA\B ={x € E |z € Ajax ¢ B} on joukkojen A ja B (joukko-
opillinen) erotus.

Unionille, leikkaukselle ja komplementille patevat De Morganin lait:

(AuB)® = AN BC,
(AnB)® = AU BC.

Niiden todistus jédtetdan harjoitustehtéivéksi.

Maidritelmé 3.2. Pisteen zp € R (e-sdteiseksi) ympdristoksi sanotaan valia
|zo — £, 20 + €| (ts. siind ovat ne x € R, joiden etiisyys pisteestd xy on (ai-
dosti) pienempi kuin €). Joukkoa A C R sanotaan avoimeksi, jos jokaisella
joukon A pisteelld on ymparisto, joka sisiltyy joukkoon A. Joukkoa A C R
sanotaan suljetuksi, jos sen komplementti

A—R\A={zecR|z¢A}
on avoin.

Maaritelma 3.3. Pistettd o € R sanotaan joukon A C R kasautumispis-
teeksi, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen piste x € A, ettd x # x
ja

|z — x| < e.

Madritelmdn tarkoitus: xo on joukon A C R kasautumispiste, jos jokainen
pisteen xy ymparisto |xg — €, xo + £] siséltdd joukon A pisteen, joka ei ole x.

Lause 3.4. Piste xqg € R on joukon A C R kasautumispiste jos ja vain jos
on olemassa sellainen jono (x,), etti x, € A, x, # xo kaikillan = 1,2, ...

Ja

lim z, = xg.
n—oo

Todistus. ”=": Olkoon x5 € R joukon A kasautumispiste. Talloin jokaista
n =1,2,... kohti on olemassa sellainen z,, € A, z, # xg, etti

|z, — x| < —.
n

Jonolle (x,) pétee nyt lim x, = .

n—oo
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7<”: Oletetaan, ettd x,, € A, x,, # x¢ kaikillan =1,2,... ja lim z,, = xg

n—oo
= Ve > 03dn, siten, ettd |z, — x| < &, kun n > n,
— Ve >0 pitee x,, € A, x,. # xg ja |z, — x| <€

= 1 on joukon A kasautumispiste.

]

Suljettua joukkoa voidaan luonnehtia myos seuraavalla tavalla (tulosta ei
todisteta télld kurssilla).

Seuraus 3.5. Joukko A C R on suljettu jos ja vain jos A sisdltdd kaikkien
suppenevien jonojensa raja-alkiot.

Huomautus 3.6. Lauseen 3.4 nojalla seuraus 3.5 saadaan seuraavaan muo-
toon: Joukko A C R on suljettu jos ja vain jos A sisaltda kaikki kasautumis-
pisteensa.

3.2 Funktion raja-arvo

Maésritelma 3.7. Olkoon A C R, f: A — R funktio ja zp € R joukon A
kasautumispiste. Lukua a € R sanotaan funktion f raja-arvoksi pisteessa x,
jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

|f(z) —a] <e aina, kun 0 < |z — x| < § ja x € A.
Talloin merkitdén f(z) — a, kun  — xo, tai

lim f(x) = a.

T—X0

Huomautus 3.8. (1) Mééritelméssa 0 riippuu vain luvusta e ja pisteesté
Zg.-

(2) Funktion ei tarvitse olla mééritelty pisteessi zo ja vaikka se olisikin
madritelty, niin sen arvo pisteesséd xg ei vaikuta raja-arvoon. Tadma on
tarkedd myos derivaatan médritelméssa (ks. PM I): f: R — R on deri-
voituva pisteessa o € R, jos

p J@) = S o)
T—T0 Tr — X

on olemassa. Huomaa, etté erotusosamédraé ei ole médritelty pisteesséi
T = Xyp.
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(3) Jos raja-arvo on olemassa, se on yksikasitteinen (todistus harjoituksena).

Lause 3.9 (funktion raja-arvon jonokarakterisaatio). Jos f: A — R, zq on
joukon A kasautumispiste ja a € R, niin seuraavat vditteet ovat yhtdipitdvid:

(i) lim f(z) = a,
T—T0
(i1) Jokaiselle jonolle (x,), jolle x, € A, x, # xo kaikillan = 1,2,... ja

lim z, = xq, pdtee
n—oo

lim f(z,) = a.

n— o0

Todistus. ”(1)=-(ii)”: Olkoon lim f(z) = a. Olkoot liséksi x, € A, z,, # w9
T—T0
kaikillan =1,2,... ja lim z, = zo. Osoitetaan, ettd lim f(z,) = a.

n—oo n—oQ

Olkoon ¢ > 0. Koska lim f(z) = a, niin on olemassa sellainen ¢ > 0, etté

T—T0
|f(z) —a] <e aina, kun 0 < |z — x| < d ja x € A.

Koska lim x,, = ¢, niin on olemassa sellainen ng, etti

n—oo

0 < |z, —x0| <9, kunn >ns (oletetuksen mukaan x, # x).

Siten
|f(z,) —a| <e, kaikilla n > ng,

joten lim f(z,) = a.
n—oo

7 (i1)=(i)”: Tehda&n vastaoletus: (i) ei toteudu eli on olemassa sellainen £ > 0,
ettd jokaista § > 0 kohti on olemassa x € A, jolle

0<|z—m <6 ja |[f(x)—al>ec

1
Valitaan 9, = —, n = 1,2,... Télloin jokaista n € Z, kohti on olemassa
n

sellainen x, € A, ettd
1 .
0<l|zy—zo|l <= ja |f(zn)—al>e
n

Téten lim x,, = xy, mutta jono (f(x,)) ei suppene kohti lukua a. Td4mé& on

n—oo

ristiriita. ]
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3.3 Funktion jatkuvuus

Maéaaritelma 3.10. Olkoon A C R, f: A — R ja xg € A. Funktiota f sa-
notaan jatkuvakst pisteessé xq, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen
§ >0, etti

|f(z) — f(xo)| <&, kun |z —zo| <djaze A

Funktiota f sanotaan jatkuvaksi joukossa A, jos se on jatkuva joukon A
jokaisessa pisteessi. Jos funktio ei ole jatkuva, sitéd sanotaan epéjatkuvaksi.

Huomautus 3.11. (1) Jatkuvuus on lokaali ominaisuus: vain se, mita ta-
pahtuu pisteen zy mielivaltaisen pienessid ymparistosséi vaikuttaa funk-
tion f jatkuvuuteen pisteessi x.

os [ ei ole madritelty pisteessi x, niin ei ole mielekéstéa tutkia funktion
9) J i ole midritelty pisteessa 1 el ole mielekiista tutkia funkti
f jatkuvuutta pisteessi xg.

Esimerkki 3.12. (1) Olkoon f: R\ {1} — R, f(z) = z. Usein funktion
f sanotaan olevan epéjatkuva pisteessé 1, vaikka sitd ei ole mééritelty
pisteessa 1.

(2) Olkoon g: R\ {0} — R, g(z) = L. Usein funktion g sanotaan ole-
van epdjatkuva pisteessi 0, vaikka sitd ei ole mééritelty nollassa. (Jos
funktiolle mééritelladn arvo nollassa, niin saatu funktio on vaistaméatta
epéjatkuva joukossa R.)

sin x

(3) Olkoon h: |-%,2[ — R, h(z) = tanz = . Funktio h on jatkuva
cos T

valilla ]—g, g[ Jatketaan h jaksollisesti joukkoon
Az{xER\x#%%—kmkeZ}

asettamalla h(x+7) = h(x). Nyt h : A — R on jatkuva (eikd epédjatkuva,
kuten saattaisi luulla).

Lause 3.13 (jatkuvuuden jonokarakterisaatio). Funktio f: A — R on jat-
kuva pisteessd xg € A jos ja vain jos

lim f(z,) = f(z0)

n—oo

kaikilla jonoilla (x,,), joille pitee x, € A, n=1,2,... ja lim z, = x.

33

Todistus. Kuten lause 3.9 raja-arvolle. O

Huomautus 3.14. (1) Lauseen 3.13 viitteessid on pienié eroja vastaavaan
lauseeseen 3.9 verrattuna: lukujonon (z,) termi voi olla myds xq eiki
pisteen xy tarvitse olla kasautumispiste.

(2) Lauseen ehto voidaan myos kirjoittaa muodossa:

lim f(xz) = f(zo),

T—X0

jolloin yhtélon vasemman puolen tdytyy olla olemassa ja oikean puolen
taytyy olla madritelty. Téméa on kurssilla PM I esiintynyt mééritelméa
jatkuvuudelle.

3) Jos xy € A ei ole joukon A kasautumispiste, niin on olemassa sellainen
J p
e >0, etti
ltg —e,xzo+e[NA={x}.

Téllaisissa, ns. eristetyissé, pisteissd f on automaattisesti jatkuva méaa-
ritelmén 3.10 nojalla.

Esimerkki 3.15. Esimerkkejé erityyppisista epéjatkuvuuksista:

(1) hyppéaysepéjatkuvuus pisteessi 0:

l7 0,
Jx) = {8 iio

(3) heilahteluepéjatkuvuus pisteessé 0:

~Jsind x #0,
Jw) = {0, x=0.

Esimerkki 3.16 (varsin patologinen tapaus). Olkoon f: ]0,1[ — R,

(@) {n’ josx =" n >0, syt(n,m) =1 (supistettu muoto),
xTr) =

n’?

0, josze]0,1[\ Q.
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Seuraavassa on muutamia funktion f arvoja:

O R RS
V2
(g)=0 1(E)== (5)=1() =3
Liséiksi jos f(2) = &, niin f(1—2) = f(2=2) = 1.

Huomaa, ettd jos n € Z,, niin lukuja z € ]0,1], joille f(z) > 1, on vain
aarellinen méa#rd. Néin on, silld jos f(z) > %, niin

. 1
ng, missa — > —.

q qa n
Tésté seuraa, ettd ¢ < n ja p < n — 1, joten lukuja 0 < x < 1, joille pétee
f(xz) > % on korkeintaan n(n — 1) kappaletta.

Osoitetaan, ettd tdmé ns. Dirichlet’n funktio f on jatkuva jokaisessa irra-
tionaalipisteessd ja epédjatkuva jokaisessa rationaalipisteesséd. Viite saadaan,
kun todistetaan, etté

lim f(z) =0 kaikilla 2y € ]0,1[.

T—TQ

Olkoon € > 0. Silloin on olemassa sellainen n, etta

1

— <e&.

n
Koska f(z) > & vain #érellisen monella (korkeintaan n(n — 1)) muuttujan
x arvolla, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd |zg — d,zo + 0[ el sisélld
pisteitd z € ]0,1[ N Q, z # xo, joille f(z) > L. Thsti seuraa, etté

|f(1})—0‘:f(l’)<%<€, kun 0 < |z — zo| < 0,

silli téllaisille  joko f(z) = 0 tai f(z) = L jollakin ¢ > n. Siten lim f(z) =0

q T—T0
kaikilla zyp € ]0,1[. Néin ollen f on jatkuva tésmélleen niissd pisteissé zo,
joissa f(xg) = 0.

Voidaan todistaa, etté ei ole olemassa funktiota, joka olisi jatkuva jokaises-
sa rationaalipisteessé ja epédjatkuva jokaisessa irrationaalipisteessa. Tata ei
todisteta tilla kurssilla. Seuraavassa on lueteltu muutamia jatkuvien funk-
tioiden perusominaisuuksia.
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(1) Alkeisfunktiot ovat jatkuvia méarittelyjoukossaan. Alkeisfunktioita ovat
polynomit, rationaali-, eksponentti-, logaritmi-, potenssi-, trigonometri-
set ja ns. algebralliset funktiot seké néiistd darelliselld méaralla funktioi-
den peruslaskutoimituksia, kddntamisia ja yhdistdmisia saadut funktiot.

Alkeisfunktioita ovat siis esimerkiksi 2% — 3, 5=, e”, logy(4z + 1), zV2,
tan z+In | —2| )

(2)2+ VaT+sinz

cos(3z), || ja arcsin(

(2) Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessid zg, niin myos funktiot

fro. of (c€R). o I (o) 20) 111,
min{f, g}, max{f,g}
ovat jatkuvia pisteessi xg.

(3) Jos f on jatkuva pisteessi xg ja g on jatkuva pisteessd f(xg), niin yhdis-
tetty funktio g o f on jatkuva pisteessé xy.

Esimerkiksi funktio f(z) = % on jatkuva pisteessid xg # 0 ja funktio
g(x) = sinx on jatkuva pisteessd f(xg) = xio, joten funktio (g o f)(x) =
sin% on jatkuva pisteessi xg # 0.

(4) Suppiloperiaate funktioille: Jos f, g, h: A — R ovat sellaisia funktioita,
ettd f ja g ovat jatkuvia pisteessd xg € A,

f(z) < h(z) < g(x) kaikilla z € A
ja
f(o) = h(wo) = g(0),

niin myo6s A on jatkuva pisteessé zy. Taméa tulos seuraa suoraan lauseista
2.9 ja 3.13.

Maaritelma 3.17. Funktiota f: A — R sanotaan rajoitetuksi, jos sen ku-

vajoukko
Ry = f(A) ={y € R |y = f(z) jollakin z € A}

on rajoitettu eli on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd
|f(z)] < M kaikilla 7 € A.

Lause 3.18. Suljetulla ja rajoitetulla vililli [a, b] mddritelty jatkuva funktio
f: [a,b] = R on rajoitettu.

36




Todistus. Tehdaéan vastaoletus: f ei ole rajoitettu. Télloin jokaista n € Z
kohti on olemassa sellainen x,, € [a,b], ettd

[ (zn)| > n.

Koska x,, € [a, b] kaikillan = 1,2, ..., niin jono (z,) on rajoitettu. Bolzanon—
Weierstrassin lauseen nojalla silld on suppeneva osajono (z,, ), eli

lim z,, =
k—oo

jollakin zy € R. Koska a < z,, < b kaikilla & = 1,2,..., niin epéyhtélon
sdilymisen periaatteen nojalla a < zg < b, ts. xy € [a,b] (tdssd on olennaista,
ettd vili on suljettu).

Edelleen, koska

klim Tp, =To, To€ [a,b] ja f on jatkuva vililld [a,b],

niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla
lim () = (o).

Téstd seuraa, ettd (f(x,,)) on suppenevana jonona rajoitettu. TAmé on ris-
tiriita, silla

|f(xn)| > n, kE=1,2,...,
missé ny, — oo, kun k£ — oo. ]
Huomautus 3.19. Edellisessd lauseessa on olennaista, ettd véli on suljet-
tw: funktio f: ]0,1] — R, f(z) = i on jatkuva valilla ]0, 1[, mutta ei ole
rajoitettu. Toisaalta on olennaista, ettéd funktio on jatkuva: funktio

1L 0<a2<l,
T

f:[O,l]HIR,f(@:{l e

ei ole rajoitettu suljetulla vélilla [0, 1].
Kertaus: Funktio f: A — R saavuttaa suurimman arvonsa joukossa A C R,
jos max f(A) on olemassa eli on olemassa sellainen =y € A, ettd
f(z) < f(xg) kaikilla z € A.
Silloin
f(xo) = max f(x) = sup ().
zeA z€A
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Vastaavasti f saavuttaa pienimmé&n arvonsa joukossa A, jos min f(A) on
olemassa eli on olemassa sellainen xy € A, etta

f(z) > f(xo) kaikilla z € A.

Silloin
f(ao) = min f(z) = inf f(z).

T€A

Lause 3.20 (Weierstrassin max-min-lause). Suljetulla ja rajoitetulla vililld
[a,b] mddritelty jatkuwva funktio f: [a,b] — R saavuttaa suurimman ja pie-
nimmdn arvonsa.

Todistus. Lauseen 3.18 nojalla funktio f on rajoitettu. Téaydellisyysaksioo-
man nojalla

sup f(x)=M e R

z€[a,b)
on olemassa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa sellainen xy € [a,b],

ettd f(zo) = M (jolloin M = m[a)g]f(x)).
x€|a,

Lauseen 1.11 nojalla jokaista n € Z, kohti on olemassa sellainen x,, € [a, b],
etta

M—l<f(:cn)§M.
n

Koska a < z,, < bkaikillan = 1,2, ..., niin (z,) on rajoitettu jono. Bolzanon—
Weierstrassin lauseen nojalla tillé on suppeneva osajono (z,,), joten raja-
arvo

lim %, =xy€ R

k—o0
on olemassa. Koska a < z,, < b kaikilla & = 1,2,..., niin epéayhtélon
sailymisen periaatteen nojalla a < zy < b, joten zy € [a,b] (tdssd on olen-
naista, ettd vili on suljettu, vrt. lauseen 3.18 todistukseen). Koska

1
M- — < f(x,,) <M kaikilla k =1,2,...,
ng

niin suppiloperiaatteen nojalla
lim f(x,, )= M.
k—o0
Koska f jatkuva pisteessi xg, niin jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla
f(zo) = lim f(xz,,) = M.
k—o0
Minimii koskeva véite todistetaan vastaavalla tavalla (harjoitustehtavi). [
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Huomautus 3.21. Edellisessé lauseessa on olennaista, ettéd véli on suljettu:
funktio f: ]0,1[ — R, f(z) = x on jatkuva, mutta ei saavuta suurinta eiké
pienintd arvoa vélilla |0, 1[. Huomaa, ettd

inf [f(x) =0 ja sup f(zx)=1,

:CE]O,l xe]O,l[
mutta minimia tai maksimia ei ole olemassa.

On my®s olennaista, etté vili on rajoitettu: funktio f: [1,00[ — R, f(z) =1
on jatkuva, mutta ei saavuta pienintd arvoa vililla [1, co]. Huomaa, ettd

inf =0.
Lant f@)
Lause 3.22. Oletetaan, etti f: [a,b] — R on jatkuva. Jos f(a) < 0 < f(b)
tai f(a) > 0> f(b), niin on olemassa sellainen xq € |a,b|, ettd f(xy) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd f(a) < 0 < f(b) (tapauksen f(a) > 0 > f(b) voi
tdmén jédlkeen hoitaa tarkastelemalla funktiota ¢ = —f, joka on jatkuva ja
jolle g(a) < 0 < g(b)).

Viitteen voi todistaa kahdella eri tavalla: kdyttamalla taydellisyysaksioomaa
suoraan tai jonojen ja suljettujen vélien periaatteen avulla. Olkoon

A={zela,b]| f(z) <0}

Koska a € A, niin A # (. Lisdksi A C [a,b] on (ylhdiltd) rajoitettu, joten
xo = sup A on olemassa. Osoitetaan, etta f(zo) = 0.

Jos f(xzp) < 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd f(z) < 0 kaikilla
|z — x9| < & (ks. harjoituksen 6 tehtévi 2). Erityisesti f(zo + 2) < 0, ts.
To + % € A eiké g ole joukon A ylaraja.

Jos f(xzp) > 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd f(z) > 0 kaikilla

|r — x| < . Liséksi xy on joukon A yliraja, joten x ¢ A kaikilla x €
|z — 0,b]. Talloin kuitenkin xy — g on joukon A yliaraja eikd xy voi olla

pienin yldraja. Néin ollen on oltava f(x¢) = 0.

Toinen tapa todistaa viite on kdyttdd jonoja ja aiemmasta tuttua puolitus-
menetelméé. Olkoon Iy = [a1, by], missé a; = a ja by = b ja sen keskipiste

a1+b1
C1 = .

2
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Jos f(c1) = 0, niin haettu piste on 16ydetty ja zo = ¢;.

Jos f(c1) # 0, niin joko f(c1) > 0 tai f(c1) < 0. Jos f(c1) > 0, niin vali-
taan as = ay ja by = ¢;. Jos f(c;) < 0, niin valitaan as = ¢; ja by = by.
Kummassakin tapauksessa siis Iy = [a2, bo] C I1 ja f(a2) <0 < f(b).

Jatketaan néin: jos valit Iy, Io, ..., I, on valittu kuten edelld ja

an + by,
2

Cp =

on valin I, = [ay,b,] keskipiste, niin valitaan véli I,,41 = [ant1,bnt1] C I,
siksi vélin I, = [ay, b,] puolikkaaksi, jolle f(an1) <0 < f(bng1)-

Jos f(c,) = 0 jollakin n € Z,, niin valitaan xq = ¢, ja viite on todistettu.

Jos valintaprosessi ei pysdhdy vaan f(c,) # 0 kaikilla n € 7, niin saamme
jonon sisikkaisid suljettuja véleji I,, = [ayn, by, joille pitee

-[12]22]32”‘7 f(an)<0<f(bn)7 TL:]_,2,...

Suljettujen viilien periaatteen nojalla on olemassa

00
Xo € ﬂ In
n=1

Vilien pituudet

b, —a,=————0, kunn — oo.

Koska a, < xq < b, kaikillan =1,2,..., niin

b—a b—a

ngo_angbn_anzﬁ ja Ogbn_x()gbn_an:w

Téassé 21’;—_“1 — 0, kun n — oo, joten suppiloperiaatteen nojalla

lim a,, = zo = lim b,

n—oo n—oo

Koska f on jatkuva pisteessa x, niin jatkuvuuden jonokarakteriaation nojalla

lim f(a,) = f(o) = lim f(by).

n—oo n—oo
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Koska f(a,) < 0 kaikilla n = 1,2, ..., niin epdyhtdlon sédilymisen periaatteen
nojalla
f(xo) = lim f(a,) <0.

n—oo

Toisaalta f(b,) > 0 kaikillan = 1,2, ..., joten

f(zo) = lim f(b,) > 0.

n—oo
Tésté seuraa, ettd f(xg) = 0. O

Lause 3.23 (Bolzanon lause). Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on jatkuva. Jos
y € R on sellainen luku, ettd

inf f(z) <y< sup f(z),

z€|a,b] z€[a,b]
niin on olemassa sellainen o € [a,b], etti f(xg) =y.

Todistus. Weierstrassin lauseen (lause 3.20) mukaan on olemassa sellaiset 1,
Tg € [a,b], ettd

inf f(z) = min f(z) = f(1) <y < f(22) = max f(z) = sup f(z).
z€|a,b z€[a,b] z€la,b] z€|a,b)

Jos 1 = x5, niin

fz1) < f(x) < fxg) = f(z1) kaikilla z € [a, b],

joten
f(z) = f(x1) kaikilla z € [a, ]]

ja f on vakiofunktio. Oletetaan sitten, ettd z; < xo (tapaus x; > x5 todiste-
taan samalla tavalla). Funktio

g9:la,b] = R, g(x) = f(z) —y
on jatkuva,
g(1) = flz1) =y <0 ja g(x2) = f(z2) —y = 0.
Jos g(zg) = 0 toisella k = 1, 2, niin valitaan xy = x;. Muutoin g(z;) < 0

ja g(z2) > 0. Télloin lauseen 3.22 nojalla on olemassa sellainen zy € [z1, 2],
ettd g(xp) =0 eli f(xg) =y. O
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Huomautus 3.24. (1) Bolzanon lause sanoo kidytannossé sen, ettd jatkuva
funktio saavuttaa ainakin kerran kaikki arvot miniminsé ja maksiminsa
vélilla.

(2) Bolzanon lauseessa on olennaista, etté funktio f on jatkuva ja se etté re-
aaliakselissa ei ole "reikid”. Esimerkiksi rationaaliluvuilla ei ole edellisten
kahden lauseen ominaisuutta: Jos

f:QN[0,2] = Q, flz)=2" -2,

niin f(0) = —2 ja f(2) = 2, mutta ei ole olemassa sellaista lukua zy €
QNI0,2], ettd f(xo) = 0.

3.4 Funktion tasainen jatkuvuus

Olkoot A C R ja f: A — R jatkuva joukossa A. Télloin f on jatkuva
jokaisessa pisteessi t € A. Siten jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen
§ >0, ettd

|f(x) = f(t)] <e, kun|z—t|<djaxe A

Kuitenkin § riippuu yleensé pisteestd t. Siis sama § ei yleensa kelpaa kaikille
pisteille t € A. Yleensa ¢ riippuu luvusta e, funktiosta f ja pisteesti t.

Esimerkki 3.25. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) = cos L. Téllsin f on jatkuva
joukossa |0, 1], erityisesti pisteessi ¢ € |0, 1]. Oletetaan, ettd jokaista € > 0
kohti on olemassa sellainen § > 0, etta

|f(x) — f(t)] <e kaikille z, t €]0,1], |z — t| <4,

ts. oletetaan ettei ¢ riipu pisteesté ¢. Valitaan sellainen n, ettd

1
6> —.
2nm

Olkoot
1

(2n+1)m’
Nyt 0 <t <z <4, joten |x — t| < d, mutta

r = Y ja t=
|f(z) = f(t)] = |cos(2nm) — cos((2n + 1)7)| = 2.

Jos valitaan 0 < £ < 2, niin ei ole olemassa sellaista lukua § > 0, jolle pétee
|f(z) — f(t)| < e kaikille z,t €]0,1], |z — | < . Siis J riippuu pisteestd ¢
olennaisella tavalla.
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Maaritelma 3.26. Funktiota f: A — R sanotaan tasaisesti jatkuvaksi jou-
kossa A, jos jokaista £ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etti

|f(z) — f(t)] <e kaikillaz, t € Aja |z —t] <.

Mddritelmdan tarkoitus: Funktio f: A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A,
jos funktion arvot ovat mielivaltaisen ldhelld toisiaan aina, kun muuttujan
arvot ovat riittdvan ldhelld toisiaan. Siis funktion arvot eivit saa muuttua
"liian nopeasti” (tai jos ne muuttuvat "hyvin nopeasti”, niin muutoksen on
tapahduttava riittdvan pienelld valilla).

Huomautus 3.27. (1) Tasainen jatkuvuus mééritellaén joukossa A, ei pis-
teittdin kuten jatkuvuus.

(2) Jos f on tasaisesti jatkuva joukossa A, niin f on jatkuva joukossa A (kiin-
nitetddn ¢ = ro maaritelméassa 3.26). Kéénteinen viite ei pade esimerkin
3.25 valossa.

Lause 3.28. Jatkuva funktio f: [a,b] — R on tasaisesti jatkuva suljetulla ja
rajoitetulla vililli |a, b).

Todistus. Tehdddn vastaoletus: funktio f ei ole tasaisesti jatkuva vélilla [a, b].
Tésté seuraa, ettd on olemassa sellainen € > 0, ettéd jokaista 0 > 0 kohti on
olemassa sellaiset pisteet x, ¢t € [a, b] (jotka riippuvat luvusta 0), etté

[z —t] <4 ja [f(z) = f) =&

Valitaan § = %, n=1,2,..., jolloin jokaista n kohti on olemassa sellaiset x,,,
tn € [a,b], ettd

o= tal < = [Fw) — f(ta)] > =

Jono (x,) on rajoitettu, joten Bolzanon—Weierstrassin lauseen (lause 2.19)
nojalla silld on suppeneva osajono (z,, ). Olkoon zy = klim Zp, . Koska
—00

a <, <b kakilak=12,...,
niin epayhtélon sdilymisperiaatteen nojalla

a<zo<b eli zy€[a,b].
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Lisaksi
1
’t"lk - ‘TO, < ‘t’ﬂk - xnk’ + ‘xnk - 1’0’ < ni + ‘xnk — 2o
k

< -+ [@n, — To| = 0,

k
kun & — oo (huomaa, ettd ny > k), joten klim tn, = 2o. Koska f on jatkuva,
—00

niin jatkuvuuden jonokarakterisaation (lause 3.13) nojalla

lim f(za,) = f(z0) = lim f(tn,).

k—o0 k—o0

Téten on olemassa sellainen k. € Z, ettéd

|f (zn,,) — f(20)] < % ja | f(tn,) — fl@o)| < % kaikilla & > k..

Siten
e < |f(an,) = [t )] < |f(n,) = flzo)| + [ f (o) — f(tn,)]
€ €
< 5 + 5 =g,
kaikilla k& > k.. Ristiriita. ]
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4 Sarjat

4.1 Sarjan suppeneminen

Maiéritelmé 4.1. Olkoon (x) reaalilukujono. Muodostetaan uusi jono (s,,),
jolle

n
sn:Zxk:J;1+x2+---—|—xn, n=12 ...
k=1
Jonoa (s,) sanotaan jonoon (xy) liittyviksi osasummien jonoksi tai sarjaksi.
Jos jono (s,) suppenee eli on olemassa sellainen S € R, ettd

lim s, =5,
n—oo

niin sanotaan etté sarja suppenee. Talloin lukua S sanotaan sarjan summaksi
ja merkitdan

oo n
E zp = lim E r, = lim s, = 5.
n—oo n—oo
k=1 k=1
Jos sarja ei suppene, niin sanotaan, etti se hajaantuu.

Huomautus 4.2. (1) Sarjaa merkitdéin Y .- 2 riippumatta siitd, suppe-
neeko se.

(2) Jos sarja ), @) suppenee, niin sen osasummien jono (s,) suppenee,
ts. raja-arvo lim s, = S on olemassa. Télloin jokaista € > 0 kohti on

olemassa selléﬁng; ne, etté
o
5, — S| = ‘ 3 :ck‘ <e kaikillan > n..
k=n+1
Téstéd ndhdédédn, ettéd sarja suppenee, jos ja vain jos sen héntédosa voidaan
saattaa mielivaltaisen pieneksi.

o0
Lemma 4.3. Jos sarja g T suppenee, Nun klim zr = 0.
— O
k=1

oo
Todistus. Sarja Zl’k suppenee, joten on olemassa lim s, = S € R. Koska
n—oo
k=1

Tp = Sp — Sp_1, n = 2,3,..., niin

lim z, = lim (s, — s,_1) =
n—oo

n—oo

im s, — lims, 1=5—-5=0.
n—oo n—oo
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Huomaa, ettéd tédssd myos raja-arvo lim s,_; on olemassa ja on .S. Ol
n—oo

Huomautus 4.4. (1) Ominaisuudesta lim z; = 0 ei seuraa sarjan Zxk

k—o0

k=1
=1

suppeneminen! Esimerkiksi harmoninen sarja E x hajaantuu vaikka
k=1

lim % =0.

k—o0

(2) Yleisesti sarjan suppeneminen riippuu siitd, ettd kuinka nopeasti x; me-
nee nollaan luvun k kasvaessa.

Seuraus 4.5. Jos klim x # 0 (tai raja-arvoa ei ole olemassa), niin Zxk
> k=1
hajaantuu.
Esimerkki 4.6. (1) Sarja i L hajaantuu, silld
h ] —~k+1 J ’
k
lim —— =1#0.
g +1 7
o0 o0 T
2) Toisaalta sarjat S (—=1)* j <kz—)h' tuvat, sillé raja-arvo
(2) Toisaalta sarja ;( )" ja ;cos 5 ) hajaantuvat, silld raja-arvo

. ks . ™
lim (—1)" ja lim cos <k2>

k—o0 k—o0

elvat ole olemassa.

Lause 4.7 (Cauchyn kriteeri sarjoille). Sarja suppenee, jos ja vain jos sen
osasummien jono (s,) on Cauchyn jono eli jokaista € > 0 kohti on olemassa
sellainen n,, ettd

|sn — sm| <&,  kunn,m > n..

Todistus. Seuraa suoraan Cauchyn kriteeristé jonoille. Ol

Huomautus 4.8. (1) Osasummien jono (s,) on Cauchyn jono, jos ja vain
jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € 7, , etté

m
|5n—sm|:’ E xk‘<€, kun m > n > ne..
k=n+1
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(2) Tédmaén kriteerin avulla on jo osoitettu kappaleessa 2.4, etté

00 1 . 00 _)kH1
> Z(k)
k=1 k=1

suppenevat ja etta

=1
>
k=1

|

hajaantuu.

Tarkastellaan seuraavaksi erdité keskeisié sarjoja. Todistetaan sitd ennen yksi
tarpeellinen lemma.

Lemma 4.9. Jos |a| < 1, niin lim " = 0. Jos a = 1, niin lim a" = 1.

n—oo

Muulloin jono (a™) hajaantuu.

Todistus. Olkoon ensin |a| < 1. Télléin |a"| = |a|® < 1™ = 1, joten jonot
(la]™) ja (a™) ovat rajoitettuja. Lisiiksi jono (|a|™) on vihenevi, sillé |a|"*! =
lal|la|™ < |a|™. Siten jono (|a|™) suppenee ja

lim |a|" = inf{|a|" | n=1,2,...}.

Merkitdén tétd infimumia (ja raja-arvoa) m ja osoitetaan, ettd on m = 0.
Selvédsti 0 on alarajana alkioille |a|”, ja infimumin mééritelmén ehto (i) to-
teutuu.

Oletetaan, ettd m > 0. Koska & > m = inf{|a|” | n = 1,2,...}, niin on
olemassa sellainen n € Z., etté |a|" < . Télldin

al’

jal™ <lal- o =m,

lal

mik& on ristiriidassa luvun m méérittelyn kanssa. Néin ollen m = 0 ja har-
joituksen 2 tehtdvén 5c¢ nojalla myos lim o™ = 0.

n—oo

Jos |a| = 1, niin (a") = 1,1,... tai (a") = —1,1,—1,1,... eikd jono (a™)
suppene. Jos |a| > 1, niin |a| = 1 + « jollakin « > 0. Talloin

(I+a2)" :Z <Z>xk1”’“ = 1+n:c—|—z <Z>x’“ > 1+ nz,

k=0 k=2

kaikilla n € Z,, joten |a|® > nz kaikilla n € Z,. Téssd = > 0, joten jono
(la|™) ei ole rajoitettu. Myoskéddn jonot (|a”|) ja (a™) eivit siten voi olla
rajoitettuja. ]
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Lause 4.10. Geometrinen sarja

P =14+t +. ., rz eR,
k=0

suppenee, jos ja vain jos |x| < 1. Jos |x| < 1, niin sarjan summa on

> 1
Zxk: 1—x

k=0
oo
: 5w , . . " k 1
Todistus. ”<": Oletetaan, ettd |x| < 1 ja osoitetaan, etté ZZL’ =1 :
-z
k=0
Nyt
Sp=14+ax+2>+---+2" ja
rs, =  x+ai4- a2

Vihentdmélld ndmé puolittain toisistaan saadaan s,, — s, = 1 —2"*!, joten

1— In+1
Sp = —, n:O,l,...
1—2z

Huomaa, ettd nyt 1 — z # 0. Koska |z| < 1, niin lemman 4.9 mukaan
lim 2"t =0, ja
n—oo

o0

1— xn-&-l 1
Zxk = lim s, = lim = , lz] <1,
— n—oo n—oo 1 —ux 1—2

Siten sarja (s,) suppenee.

7=": Oletetaan, ettd |z| > 1. T#lldin jono (z*) ei suppene nollaan, kun
k — oo, ja sarja -, z" hajaantuu seurauksen 4.5 nojalla. Ol

Huomautus 4.11. Geometrinen sarja on ldhtokohta monelle muulle suppe-
nevalle sarjalle:

(2) Z(—l)kfc% = Z(—x2)k k. ! ! kun |z| < 1,

(—22) T 142
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o o

1 1
k ok k_ :
(3) E 3k = E (3x) =133’ kun |x\<3.

k=0 k=0

Seuraavan sarjan suppenemista koskeva tulos on térkeédssa roolissa mychem-
min suppenemistestien yhteydessa.

Lause 4.12. Olkoon p € R. Sarja
=1
>
k=1
suppenee, Jos ja vain jos p > 1.
Todistus. 7<=
Tapa 1 (Hleman epitarkka, ennen kuin integraalit on kisitelty tarkasti):

Olkoon p > 1. Osasummaa s,, voidaan arvioida ylospdin méédréatyn integraalin
avulla seuraavasti:

z}—<1+ —dx—1+Tl— / 2P =1+ ! (n'?—1)
1

—p 1—p

1 1 1 P
=14+ —-1- <l+—7=— > 1).

Siten jono (s,) on kasvava (s,41 > S,) ja rajoitettu, joten se suppenee mono-
tonisen konvergenssin lauseen nojalla ja

1
;kf’: limsngil<oo, kun p > 1.

n—oo p —

Siis sarja suppenee, kun p > 1. (T&llA menetelmilld saadaan myos arvio
virheen |S — s,,| suuruudelle.)

Tapa 2 (Tarkka perustelu): Olkoon p > 1. Koska jono (s,) on kasvava, niin
monotonisen konvergenssin lauseen nojalla se suppenee, jos se on rajoitettu.
Riitta4 siis osoittaa, ettéd jono (s,) on rajoitettu.
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Kun n € Z,, valitaan sellainen ¢t € Z,, etti n < 2t. Télloin

2t—1

Sn < Sgt— 1—ka

_ 1 1 1 1 1 1
ety T\ ter e Tw) T

<1+ 2y 8 G
- 20 4p 8P (2t=1yp
_1 1 1 1 1
— Ty T T T ey
- 1
1
<D @) = g <o
k=0
Téassé 127119 on vakio, joka ei riipu luvusta n, joten jono (s,) on rajoitettu.

7=": Olkoon sitten p < 1. Talloin kaikilla & = 1,2,... pétee arvio kP < k,

josta saadaan i S -5. Siten osasummille saadaan arvio
1 < =1,2 1
% E kp n=1»=5az... ( )
Osasummien jono ZZ:1 %, n=1,2,...,eiole ylhadalta rajoitettu, Epayhtalon

(1) nojalla my&skéén sarjan Y .-, -5 osasummien jono ei ole ylh#&lt4 rajoi-
tettu, joten se hajaantuu.

Sen, ettd sarja o, % hajaantuu, voi ndhdd myos seuraavasti (tdssé on sama
epatarkkuus kuin tapauksen p > 1 yhteydessi):

1 n+1 1
> —dz =1 1).
Z p=ltg ot /1 —dz n(n+1)
Koska lim In(n + 1) = oo, niin myds lim s, = oo, joten (s,) hajaantuu.

Tapaus p < 0 voidaan perustella myds seuraavasti. Koska —p > 0, niin

1

— =k"P>1 kaikillak=1,2,...

kpr
Siten jono (k%) ei suppene lukua 0 kohti, kun k& — oo, ja sarja > .-, k%
hajaantuu seurauksen 4.5 nojalla. OJ
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Suppenevat sarjat toteuttavat yleisesti seuraavan lineaarisuusominaisuuden.

Lause 4.13. Olkoot a, b € R. Jos Y ;- xp =S ja > jo,ye =T ovat suppe-
nevia sarjoja, niin mydos sarja Y e, (axy + byx) suppenee ja sen summa on
aS + b7

Todistus. Koska lim > 7, zp =S ja lim >}, yy = T, niin lukujonon raja-

arvon laskusédéntéjen (huomautus 2.7) nojalla
lim Z(azk + byx) = a lim Zxk +b lim Zyk =aS + bT.
k=1 k=1 k=1

O

Huomautus 4.14. Sarjan » - (xx + yx) suppenemisesta ei seuraa, etté
D pe @y tal Yoo yi suppenisi. Esimerkiksi

(-1 + (1)) = 3 0=0

o0 o0
suppenee, mutta Z:(—l)]C ja Z:(—l)]€+1 hajaantuvat.
k=1 k=1

4.2 Suppenemistesteji positiivitermisille sarjoille

Jonojen tapauksessa osoitettiin, ettéd reaalilukujono suppenee, jos ja vain jos
se on Cauchyn jono. Téll6in sen suppeneminen péateltiin raja-arvoa laske-
matta. Vastaavasti sarjojen tapauksessa on térkeéé pystyé padtteleméadn sar-
jan suppeneminen laskematta sen summaa — summan laskeminen on usein
hyvin vaikeaa, jopa mahdotonta ja myos turhaa, jos sarja osoittautuukin
hajaantuvan. Sarjan suppenemisen tarkastelu summaa laskematta on usein
mahdollista niin sanottujen suppenemistestien avulla.
(o0}
Mairitelméa 4.15. Sarjaa > xp sanotaan positiivitermiseksi, jos xp > 0

=1
aina, kun k =1,2, ...

Seuraava lause antaa monotonisen konvergenssin lausetta vastaavan tuloksen
sarjoille.

H1

Lause 4.16. Positiiviterminen sarja suppenee, j0S ja vain jos Sen 0Sasum-
mien jono (s,) on ylhddltd rajoitettu. Tdlloin

ka = lim s, =sup{s, |n=1,2,...}.
k=1

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd sarja » .-, x; suppenee ja z > 0, k =
1,2,... Talloin osasummien jono (s,) suppenee, joten jono (s,) on rajoi-
tettu.

7<": Oletetaan, etté (s,) on ylhéélta rajoitettu. Jono s, on lisiksi kasvava,

silla
n+1 n

an—sn:g xk—g Tk =Tp1 >0, n=12 ...
k=1 k=1

Siis (s,) on kasvava ja ylhédéltd rajoitettu, joten monotonisen konvergenssin
lauseen (lause 2.12) nojalla (s,) suppenee. Siten sarja suppenee.

Liséiksi monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

Zxk =sup{s, |n=1,2,...}.
k=1

Huomautus 4.17. Lause ei pide, jos termit vaihtavat merkkia.

Esimerkiksi
>_ (=1
k=1
hajaantuu, vaikka sen osasummien jono on rajoitettu.

Seuraava lause on yksinkertainen, mutta ddrimmaéisen téirkea.

Lause 4.18 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd jonoille (xy,)
ja (yx) on voimassa 0 < xy < yx kaikilla k =1,2,...

o0 o0
(i) Jos Zyk suppenee, niin Zxk suppenee. (majoranttiperiaate)
k=1 k=1

oo o0
(i1) Jos Zxk hajaantuu, niin Zyk hajaantuu. (minoranttiperiaate)
k=1 k=1
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Todistus. Osoitetaan ensin kohta (i). Merkitdén s, = > zy ja s, = > v,
k=1 k=1
n = 1,2,... Koska sarja ) y suppenee, niin jono (s
k=1
rajoitettu. Tdten on olemassa sellainen M € R, ettd |s)| < M kaikilla n =
1,2,... Edelleen 0 < s/, < M kaikilla n = 1,2,..., silld y, > 0 kaikilla
k € 7, . Koska kaikilla &k pétee 0 < x5, < yg, niin

/

/) suppenee ja se on

0<s,<s, <M, n=12...

Sarja Y-, x) on positiiviterminen ja sen osasummien jono (s, ) on rajoitettu.
Lauseen 4.16 nojalla jono (s,) ja siten myos sarja > -, T suppenee.

Kohta (ii) seuraa vastaoletuksella kohdasta (i). O

Huomautus 4.19. (1) Yleensd tehtédvand on tutkia, suppeneeko annettu
sarja. Télloin on pédteltdvi, kumpaa periaatetta tehtédviassd kannattaa
kayttad; hajaantuva majoranttisarja tai suppeneva minoranttisarja ei au-
ta tehtédvén ratkaisussa.

(2) Edelld sarjan on oltava positiiviterminen. Esimerkiksi
S
k
k=1

hajaantuu, vaikka —% < 0 kaikilla £ = 1,2,... ja > 0 = 0 suppenee.

k=1

Esimerkki 4.20. Tutki, suppeneeko sarja N K45
.20. ) E 2 5 .
— B34+ k2 +k+1

Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta. Suurilla indeksin k£ arvoilla

kE+5 k e
- ~ — = —. Koska sarja ) & suppenee, yritetiifin osoittaa
B+k2+k+1 k3 k2 =k

myos annettu sarja suppenevaksi.

Kaytetddn majoranttiperiaatetta. Nyt

0< kE+5 B 1+5/k < 6
TR R+ E+1 K24+ 1/k+1/k2 + 1/k3) ~ k2
i X6 > 1 : :
kaikilla k =1,2,..., ja Py =i 6 ];1 = suppenee. Siten alkuperéinen sarja

suppenee majoranttiperiaatteen noj_alla.

n3

Ratkaisu: Hankitaan ensin arvaus suppenemisesta. Suurilla indeksin k arvoilla

k+5

~ k. 1
B24+k+1 k2

o0
= ﬁ Koska sarja 1;::1 7 hajaantuu, yritetddn osoittaa

my0s annettu sarja hajaantuvaksi.

Kéytetddn minoranttiperiaatetta. Alaspéin arvioimalla saadaan

k+5 1+5/k
E2+k+1  k(1+1/k+1/k2)

> 1 11
,;\/;—2;@

hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla annettu sarja hajaantuu.

> >0, k=12,...

S
1k

Lisédksi sarja

Huomautus 4.22. Majorantti- ja minoranttiperiaatteessa sarjaa kannattaa
yrittdd verrata sarjaan
oo
1
2w
k=1

tai geometriseen sarjaan, joiden suppeneminen hallitaan taysin.

Lause 4.23 (suhdetesti). Oletetaan, etti xy > 0 kaikilla k = 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset ko € Zy ja 0 < M < 1, etti

Lh+1
Tk

<M katkilla k > ko,

oo
nwun g Ty suppenee.
k=1

(i1) Jos on olemassa sellainen ky € Z .., ettd

Tp41
T

> 1 kaikilla k > ko,

oo
nin E xr, hajeantuu.
k=1
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Todistus. (i) Oletusten nojalla

xko-}-l S Mxko?
2
Lhp4-2 < kaoJrl < M Ly

2 k—k
Thot(h—ko) < Map_y < M xp_g < -0 < M xy,

joten
xp < ap MPR Kaikilla k > ko

(tarkka perustelu induktiolla). Lisdksi
5" a3
k=ko k=ko

missi Z,iiko MP¥ on suppeneva geometrinen sarja, silli 0 < M < 1.
Siten alkuperéinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

(ii) Oletusten mukaan
T > xp, > 0 kaikilla & > K.

Tésté seuraa, ettd jono (x) ei suppene lukua 0 kohti. Siten ) .- xy
hajaantuu seurauksen 4.5 nojalla.

]

Seuraus 4.24. Oletetaan, ettd xy, > 0 kaikilla k= 1,2, ...

o
. . Th+1 .. .
(i) Jos lim —— < 1, niin sarja E T, suppenee.
k—oo T 1

o
.. . Th+1 .. . .
(i) Jos lim —— > 1, niin sarja g xx hajaantuu.
k—oo ITj 1

x
Todistus. (i) Olkoon klim 2L — ¢ missd 0 < ¢ < 1. Téllsin on olemassa
—00 xk

sellainen ko € Z, ettd

Thrt1
Ty

- c‘ < % kaikilla k > k.

)

Tésté seuraa, etté

1— 1
xk+1< c+c:c+

<1 kaikilla k > ko,
T 2

joten sarja suppenee lauseen 4.23 nojalla.

(ii) Olkoon lim Rl ¢, missd ¢ > 1. Téll6in on olemassa sellainen ky €

k—oo Tk
Z+, etta
1
Tet1 _ c‘ < S kaikilla k > k.
T 2
Téstéa seuraa, etté
1 1
Thtl o O CP L o aikilla k > ko,
Tk 2 2

joten sarja hajaantuu lauseen 4.23 nojalla.

]

Tp41

Huomautus 4.25. Jos lim

= 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua.
k—oo Tf

Esimerkiksi sarja
=1
2w
k=1
suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Téssé tapauksessa

1/(k+1)? k P
lim%:hmM:lim M)
k—oo Tp k—o0 ]_/kp k—oo \ k + 1

kaikilla 0 < p < co. Huomaa, etté téssa z;—:l < 1 kaikilla k =1,2,...

Lause 4.26 (juuritesti). Oletetaan, etti xj > 0 kaikilla k = 1,2, ...

(i) Jos on olemassa sellaiset ko € Zy ja 0 < M < 1, etti
Y, < M kaikilla k > ko,
nin Z T suppenee.
k=1
(i1) Jos on olemassa sellainen ko € Z, , etti

Vg > 1 kaikilla k > ko,

o0
nin E xk hajaantuu.
k=1

n6




Todistus. (i) Oletusten nojalla on olemassa sellainen kg € Z, etta

W < M kaikilla k > kg, joten
zp < M*  kaikilla k > k.

o0
Téssd >, M* on geometrinen sarja, joka suppenee, silli 0 < M < 1,
k=ko
joten alkuperéinen sarja suppenee majoranttiperiaatteen nojalla.

(ii) Oletusten nojalla on olemassa sellainen ko € Z, etté

Y > 1 kaikilla k > kg, joten
x> 1F =1 kaikilla k > k.

Téten jono () ei suppene lukua 0 kohti, joten sarja ) xj hajaantuu
k=1
seurauksen 4.5 nojalla.

Seuraus 4.27. Oletetaan, ettd x, > 0 kaikilla k =1,2,...

oo
(i) Jos lim ¥/x) < 1, niin sarja ka suppenee.
k—oo =

oo
(i1) Jos lim ¥z > 1, niin sarja Zxk hajaantuu.
k—o0 1
Todistus. Vastaavasti kuin seurauksen 4.24 todistus (harjoitustehtava). O
Huomautus 4.28. (1) Juuritestid kiyttdessd kannattaa muistaa raja-arvo
lim /n = 1.

n—0o0

Todistus. Huomaa, ettd /n > 1, kaikillan = 1,2, ... Johdetaan seuraa-
vaksi luvulle /n ylidraja, jonka raja-arvo on 1. Kun n > 2, niin binomi-
kaavasta (a +b)" = >/, (7)a" *b* saadaan arvio

() = OV GG ()
S () () e

Y

Siis (1 + \/%)n > n, mistd saadaan 1+ \/% > /n > 1. Siten suppilope-
riaatteen mukaan lim /n = 1. O

n—oo

(2) Jos klim /x), = 1, niin sarja voi supeta tai hajaantua. Esimerkiksi sarja

=1
D
k=1

suppenee, kun p > 1, ja hajaantuu, kun 0 < p < 1. Téssé tapauksessa

kohdan (1) mukaan
Y S I
A = e !

(3) Sarjan suppenemista tarkasteltaessa voidaan aina jattdd pois dérellisen
monta termié sarjan alusta. Ne eivét vaikuta sarjan suppenemiseen, mut-
ta vaikuttavat kylld sarjan summaan. Talld tulkinnalla positiivitermis-
ten sarjojen suppenemistestejd voidaan soveltaa myds sarjoihin, joiden
termit ovat positiivisia jostakin indeksin arvosta ldhtien.

kaikilla 0 < p < oo.

Lause 4.29 (vertailuperiaate). Oletetaan, ettd x, > 0 ja yp > 0 kaikilla
k=1,2,... ja ettd
K = lim 2
k—oo Yk

on olemassa.

(i) Jos 0 < K < oo, niin Y, x) suppenee, jos ja vain jos Y Y Suppenee.
k=1 k=1

o0 [oe]
(i) Jos K =0 ja Y y suppenee, niin Y xj suppenee.
k=1 k=1
o0

o
(i17) Jos K = 00 ja > yr hajaantuu, niin Y x; hajeantuu.
k=1 =1

Todistus. (i) Oletetaan, ettd 0 < K < oo. Télloin on olemassa sellainen
ko € 7., ettd

K
‘%_M<4meMkzm
Yk 2

a8




(i)

(iii)

josta saadaan epéayhtalo

1 3
§Kyk <xp < §Kyk kaikilla k& > kg.

Jos Z Yr suppenee, niin myos Z 3 Ky, suppenee. Majoranttiperiaat-

k=ko
o0 oo

teen nojalla > x suppenee ja siten myos » | xj suppenee.
k=ko k=1
oo oo
Jos > xy suppenee, niin myos Y xj suppenee. Majoranttiperiaatteen
k=1 k=ko

nojalla Z 1 Ky, suppenee ja siten myos Z yi suppenee.
k=ko k=1
Oletetaan, ettd K = 0 ja Z Y suppenee. Jono (z—:) on suppenevana

jonona rajoitettu, joten on olemassa sellainen M > 0, ettd

) ‘<M kaikilla k = 1,2,

Siten
0 <z < My, kaikillak=1,2,...

o0 o)
Nyt > yx suppenee, joten »_ My suppenee ja majoranttiperiaatteen
k=1 k=1

oo
nojalla myds Yy suppenee.
k=1

o0

Oletetaan, ettd K = oo ja ettd Y yx hajaantuu. Talloin on olemassa
k=1

sellainen k; € Z, ettd

TE > 1 kaikilla k > k.
Yk

Siten
i >y, kaikilla k& > k.

o0 oo
Koska ) y; hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myos >

=1 k=1
hajaantuu.

n9

o0
Huomautus 4.30. Edellinen lause sanoo myos sen, ettd Y x; hajaan-

k=1
(o]
tuu, jos ja vain jos »_ y; hajaantuu. Tdmén saa todistettua suoraankin
k=1

kayttaméalla minoranttiperiaatetta.

Jos K = 0 lauseessa 4.29, niin sarjan »  zj suppenemisesta ei valttdmatta
k=1
1

5] ja yr = —, niin

k

seuraa sarjan »_ yx suppeneminen. Jos esimerkiksi z; =
k=1

oo [ee]
ja > xj suppenee, mutta » y;. hajaantuu.
k=1 k=1

k* —2k+7
k*—3k%+2k -1

Esimerkki 4.31. Tutki, suppeneeko sarja Z [

Ratkaisu: Suurilla indeksin k arvoilla péatee

k2 —2k+7 k2 1
k5+5k4—3k2+2k—1 K5ORS

o0
Koska sarja > k% suppenee, yritetddn osoittaa alkuperdinen sarja suppene-

k=1

vaksi.
k*—2k+7 1

Valitaan x; = T 3l<:2++ 5% 1 jayr = 5 lauseessa 4.29 (nyt x; > 0
jaye >0, k=1,2,...). Talloin

T k* — 2k +7 e

yp  Kk°+ 5kt —3k24+2k—1

k> — 2k* + 7k3

T okt —3k2 42k —1
_ (-7 +5)

2 1

BA+R-a+m )

— 1, kun k — oo.

Sarja > ,713 suppenee, joten lauseen 4.29 nojalla sarja > xj suppenee.
k=1 k=1
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4.3 Itseisesti suppenevat sarjat

o0 o0
Mairitelmé 4.32. Sarjan Y | xy sanotaan suppenevan itseisesti, jos > |z

k=1 k=1
suppenee. Jos sarja suppenee, mutta ei suppene itseisesti, niin sanotaan, etta

se suppenee ehdollisesti.

0 (_1)k+1

Esimerkki 4.33. Alternoiva harmoninen sarja — suppenee ehdol-

lisesti, silla

a (_1)k+1 > 1
) e I
k=1 k=1
hajaantuu, mutta
i(_l)lﬂ-l
k=1

suppenee. Tamé osoitettiin jo esimerkisséd 2.29, mutta sen ndkee myos seu-
raavalla tavalla: Koska

PR (N D L NI G

oA\l 2 3 4 2n—1 2n

1 /1 1 11 1 1
Sgp1=-—|=—=] (=== == _ ’
T \2 03 1 5 n—2 2n—1

— < S9p = Sop—1 — — < Sop_1 < 1.
2_2n 2n—1 m 2n—1 =

Jono (sg,) on kasvava ja rajoitettu ja jono (sa,_1) on vihenevé ja rajoitettu,
joten monotonisen konvergenssin lauseen nojalla ne suppenevat eli raja-arvot

ja

niin

lim s, ja lim s9,_4

n—0o0 n—0o0

ovat olemassa. YlI4 olevan nojalla sg, — S9,_1 = —in

1
l' n - n— == 1. e == 0~
lim (s2 Son—1) 1im < 2n>

Téten jonot (sa,) ja (s2,-1) suppenevat kohti samaa lukua S € R. Harjoi-
tuksen 4 tehtdvin 1 nojalla my6s lim s, = S.

n—oo
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Lause 4.34. Itseisesti suppeneva sarja suppenee ja
o o
DIEAES N}
k=1 k=1

Todistus. Olkoon yy =y + |zk|, k =1,2,... Koska —|xy| < zp < |zg], niin

Oéyk§2|xk“7 k:1727

o0 o0
Koska > |zx| suppenee, niin majoranttiperiaatteen nojalla Y suppenee.

k=1 k=1
Edelleen

(oo} n n n
E xp = lim E (yx — |zk|) = lim E yr — lim E |k,
n—oo n—o0 n—oo
k=1 k=1 k=1

k=1

joten > xj suppenee. Lisdksi kolmioepédyhtdlon nojalla
k=1

[
DI
k=1

n n n o0
lim E xk‘ = lim’ E xk‘ < lim E || = E |z |-
n—oo n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1

0l

Huomautus 4.35. (1) Edellinen lause antaa keinon tutkia sellaisten sarjo-
jen suppenemista, joiden termit vaihtavat merkkidéin. Ottamalla itseisar-
vot saadaan positiiviterminen sarja, jonka suppenemista voidaan tutkia

edelld olleiden suppenemistestien avulla. Huomaa kuitenkin, ettd itsei-
o0

sarvojen muodostaman sarjan Y |zx| hajaantuminen ei kerro mitéén
k=1

o0
sarjan » . xj suppenemisesta (hajaantumisesta).
k=1

(2) Yleensd
DIEAED !
k=1 k=1

Esimerkiksi jos (zx) = —1,1,0,0, ..., niin

Zxk =0, ja Z |zk| = 2.
k=1 k=1
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Maaritelmé 4.36. Olkoon Zxk sarja. Jos ¢: Z, — Z4 on bijektio ja
k=1
Yk = Ty kaikilla k =1,2,.. . niin sarjaa

z Y
k=1

sanotaan alkuperdisen sarjan wudelleenjdarjestelyksi.

Esimerkki 4.37. Olkoon

> ~1 1 1 1 1
2= p=ytata gt
k=1 k=1

ja kuvaus ¢: Z, — 7 bijektio

(k) = k+1, kun k on pariton,
= k—1, kun k on parillinen.
Télloin sarja

11 1
E:% + [titsto

on harmonisen sarjan uudelleenjarjestely.

(o0}
Lause 4.38. Jos sarja > x) suppenee itseisesti, niin jokainen uudelleenjdr-
k=1

jestely > yx suppenee ja

o0 o0
E Y = § T
k=1 k=1

Todistus. Lauseen 4.34 nojalla sarja > z suppenee. Merkitdén S = ) xy
k=1 k=1

ja s, = > x. Olkoon € > 0. Silloin on olemassa sellainen N, ettd
k=1

|%—Sp<§ kaikilla n > N
ja

€ s
’Z|xk\ Z|x;€|‘— Z \xk|<§ kaikilla p € Z .

k=N+1
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Jalkimmaéinen véite saadaan Cauchyn kriteeristd (lause 2.27), silld sarjan

o0
> |xk| osasummien jono on Cauchyn jono. Merkitédén
k=1

k=1 k=1

Valitaan M niin, etté termit a1, ..., 2y esiintyvét osasummassa ty;. Jos m >
M, niin ¢,, — sy on direllinen summa termeisté xy, k > N. Té&lloin ylla olevan
nojalla on olemassa sellainen p € 7, etta

N+p

€
[t — syl < D ol < 5
k=N+1
Siten
]tm—S]§|tm—sN|+|sN—S|<%+%:e, kun m > M,
joten Zyk = lim ¢, =S. O

Huomautus 4.39. (1) Erityisesti suppenevat positiivitermiset sarjat voi-
daan jarjestelld uudelleen ilman, ettd summa muuttuu.

(2) Ellei sarja suppene itseisesti, niin uudelleenjérjestely voi vaikuttaa sup-
penemiseen ja summaan. Olkoon

= (—1)kH 11 1 1 1
S = R [ R
Aikaisemmin todistettiin, etté % < § < 1. Jarjestelemilla sarja uudelleen
saadaan
(1 1) 1+<1 1) 1+(1 1> 1+
2 4 3 6 8 5 10 12
U R O S N I
2 4 6 8 10 12
_10 NS N S N O )
2 2 3 4 5 6
1
=-S5
2
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Lause 4.40. Jos sarjan jokainen uudelleenjdirjestely suppenee, niin sarja
suppenee itseisesti.

o

Todistus. Tehd#in vastaoletus: Y. |zx| hajaantuu. Olkoot x7, z3 ... sarjan
. k=1
3" ei-negatiivisten termien jono (z;” > 0) ja zy, 5, ... negatiivisten ter-

k=1

o0 o0
mien jono (z; < 0). Koska sarja Y x;, suppenee ehdollisesti, niin sekd > z;
k=1 k=1

o0 o)
ettd Y x, hajaantuvat (harjoitustehtiivi). Siten erityisesti Y x} hajaantuu
k=1 k=1

eli
o0
Z rf =00 (zf >0).
k=1
o0 oo
Sarja Y ;7 hajaantuu, mutta se ei ole sarjan Y x; uudelleenjirjestely (ter-
k=1 k=1

mit z,, puuttuvat) eikd siten vield anna ristiriitaa. Korjataan tilanne asetta-
malla termit x, riittdvin harvasti termien z; véleihin.

Termin x| asettamiseksi valitaan sellainen luku &y € Z, ettd
i d oy A a2 T+ 1= a4 1,
jolloin 7 + - + ;0 + 27 > 1.
Seuraavaksi termin x; asettamiseksi valitaan sellainen ky > £y, etté
of et al oyl g+l > g [+ 2,
jolloin " + -+~ + ol 427 + 2 4+ 3, + 25 >2.

Jatketaan ndin sijoittamalla z, termin a:zn jilkeen siten, ettd osasumma
termiin x,, asti on suurempi tai yhtésuuri kuin n. Néin saadaan haluttu
hajaantuva sarja, joka on alkuperiisen sarjan uudelleenjarjestely. O

Huomautus 4.41. Siis itseisesti suppenevat sarjat ovat sellaisia sarjoja, joi-
den kaikki uudelleenjérjestelyt suppenevat. Tamén takia itseisesti suppene-
vat sarjat ovat tarkeité.

Lause 4.42 (Riemannin uudelleenjérjestelylause). Jos sarja suppenee ehdol-
lisesti, niin se saadaan suppenemaan kohti mitd tahansa lukua jarjestelemdlld
sen termit uudelleen.
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(o]

Todistus. Oletetaan, ettd > z suppenee ehdollisesti. Olkoot 7, x5, ... sar-
k=1

jan ei-negatiivisten termien jono ja z7,;,... negatiivisten termien jono.

o0
Koska sarja »_ xj suppenee ehdollisesti, niin tdytyy olla voimassa
k=1

o0 o0
Z i =00 ja Z T, = —00 (harjoitustehtava).
k=1 k=1

Jos molemmat olisivat dérellisid, niin sarja suppenisi itseisesti ja jos vain

[ee]
toinen olisi dérellinen, niin sarja itse hajaantuisi. Liséksi sarjan Y z sup-

k=1
penemisesta seuraa, ettd lim x; = 0. Siten myds lim 27 = 0 ja lim z, = 0.
k—o0 k—o0 k—o0

Olkoon S € R. Osoitetaan, ettid sarjan summaksi saadaan S jarjestelemalld
se uudelleen.

Olkoon k; pienin luku, jolle
ol +a3 4+ > 8.
Olkoon seuraavaksi ko pienin luku, jolle
(@ 4+ Faf)+ (@7 + - +a) <S8
Edelleen olkoon k3 > k; pienin luku, jolle
(@ 4+ Fal )+ @+ o)+ (g o) > S

Niin jatkamalla saadaan sarja, jonka osasummat heilahtelevat luvun S mo-
lemmilla puolilla. Tata prosessia voidaan jatkaa, silla

oo (o0}

E: + _ ; E: - _
1’k—OO Ja xk——oo.

k=1 k=1

Niin saatu sarja on alkuperdisen uudelleenjarjestely. Koska

limzf =0 ja limxz, =0,

k—o0 k—oo
niin saadun sarjan summa on S. O
o (_1)k+1
Esimerkki 4.43. Sarja Z B saadaan suppenemaan kohti mité ta-

k=1
hansa lukua S jérjestelemélld sen termit uudelleen.

Olkoon esimerkiksi S = 2009. Menetelladn kuten lauseen 4.42 todistuksessa:
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1. Valitaan pienin luku k;, jolle

1 1
I+-4+—-+--- > 20009.
+ 3 * 5 Tt 2k; — 1
2. Seuraavaksi valitaan pienin luku ks, jolle
14+ -4+ ! L1 < 2009
3 2ky—1 2 4 2ks '

3. Sitten valitaan pienin luku k3 > ky siten ,etté

1 1 1 1 1
144~ e > 2009.
+3+ +21{1—1 2 4 2k2+2k1+1+ +2]{:3—1
X (_1\k+1
Jatkamalla téhdn tapaan saadaan sarjan Z N uudelleenjérjestely, jo-
k=1

ka suppenee ja jonka summa on 2009.

4.4 Vuorottelevat sarjat

Masritelméa 4.44. Sarjaa sanotaan vuorottelevaksi, jos se on muotoa

Z(—l)k+1$k =2 —X9+2T3— T4+ ...,

0o
k=1

missé xp > 0 kaikilla £k =1,2,...

Huomautus 4.45. Koska

(=D ==Y (=DM,

niin riittda tarkastella vain toista.

Seuraavaksi esitetdén ja todistetaan térked vuorottelevien sarjojen suppene-
mista koskeva tulos.
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Lause 4.46 (Leibnizin lause). Oletetaan, ettd (vg) on vihenevd jono,
x> 0 kaikilla k =1,2,... ja klim x, = 0. Silloin sarja

Z(_1>k+1$k

k=1

suppenee. Jos S on ylliolevan sarjan summa ja S, sen n:s osasumma, NN
seuraava virhearvio pdtee:

|S — sn| = ) Z (—1)k+1xk’ < Zpt1  kaikillan =1,2,...

k=n+1

Todistus. Jonon (sa,—1) perdkkiisille alkioille patee

_ _ 2n+2 2n+1
59(n41)—1 — S2n—1 = Sont1 — Sop—1 = (—1) Tont1 + (—1) Ton

= Topt1 — Ton <0,

silld jono (x,,) on védhenevi. Siten myos jono (sg,—1) on vihenevi. Vastaavasti
jonon (sg,) alkioille on voimassa

_ _ 2n+3 2n+2
59(n+1) — S2n = Sang2 — San = (= 1) " xonpo + (—1)"  wep4

= Topt1 — Tans2 > 0,
silld jono (z,) on vdhenevé. Téten jono (sg,) on kasvava.
Toisaalta kaikilla n = 1,2,... on voimassa
Son = Son—1 + (—1)"" 22 = S3n_1 — Z2n < S2n1,
silld xq,, > 0. Téstd saadaan (kaikilla n € Z, ) arviot
83 S84 < - < Sgp < Sopo1 S Sgp-3 S v SSp

Siis s; on kasvavan jonon (sy,) yldraja ja s, on vihenevén jonon (sg, 1) ala-
raja. Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla jonot (sa,) ja (Sg,—1) sup-
penevat. Merkitdan

Sl = lim Son—1 ja SQ = lim Son-
Nyt

Sl - SQ = lim Son—1 — lim Son = lim (Sgn_l - Sgn) = lim Top = 0,

n—oo n—oo n—0o0 n—oo

68




joten S; = Ss. Harjoituksen 4 tehtévén 1 mukaan myos S = lim s, = .5;. To-

n—oo

distus télle ei ole pitké, joten se on esitetty alla. Olkoon € > 0 mielivaltainen.
Talloin on olemassa sellaiset n. ja n? € 7., ettd

Son—1 — Si| < e kaikilla 2n — 1 > n’, ja
| o]
|s2n, — S1] < & kaikilla 2n > n!.

Valitsemalla n. = max{n.,n”} nidhdéin, etta
|sp —Si| < e kaikilla k > n..
Todistetaan lopuksi virhearviota |.S — s,| koskeva tulos. Ylli esitetyn nojalla
Son < S < 89,1 kaikilla n = 1,2,... Niin ollen
’S - SQn‘ =95 Sop < Son+1 — S2n = T2n+1
ja
’S - 52n71| = Sapn—-1 — S < Sop—1 — Sap, = Top.

Téaten arvio
‘S - Sn‘ < |sn+1 - 3n| = Tpt1

patee kaikillan =1,2,... ]
Huomautus 4.47. Leibnizin lauseen tilanteessa sarja suppenee, jos ja vain

jos klim zp = 0: Jos Y (—1)*"tz; suppenee, niin klim (=1)* 1z, = 0, joten

k=1
myos klim xr, = 0. Toisaalta ehto klim xp, = 0 siséltyy lauseen oletuksiin.
—00 —00
69

Yhteenveto sarjojen suppenemistarkastelusta

Tutkittaessa sarjan
o0
>
k=1

suppenemista kannattaa noudattaa seuraavaa strategiaa:

(1) Onko
klim z, =07

Ellei, niin sarja hajaantuu.

(2) Onko zy > 0 kaikilla k£ = 1,2,... (tai jostain indeksin arvosta ldhtien)?
Jos on, niin majorantti- ja minoranttiperiaate vertailusarjoina geometri-

nen sarja tai
oo
1
2
k=1

Mahdollisesti suhdetesti, juuritesti tai vertailuperiaate.
(3) Jos termit vaihtavat merkki&én, niin suppeneeko sarja itseisesti?
(4) Onko sarja vuorotteleva ja voidaanko Leibnizin lausetta soveltaa?

(5) Miten sarjan positiivisten ja negatiivisten termien muodostamat sarjat
kayttaytyviat? Onko toinen suppeneva ja toinen hajaantuva?

(6) Muut menetelmét ja kikkakolmoset.
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5 Riemannin integraali

Maiéritelmé 5.1. Olkoot a, b € R ja a < b. Vilin [a,b] jaoksi kutsutaan
adrellistd joukkoa D = {zg,x1,...,x,}, missi

a=xo< T <9< ...<x, =0

Pistettd x; sanotaan jakopisteeksi ja valid Iy = [zp_1,zx], k = 1,2,...,n,
sanotaan jakovdliksi. Liséksi lukua

l(Iy) = ), — g1,

sanotaan jakovalin I, pituudeksi. Edelleen jakoa D’ sanotaan jaon D tihen-
nykseksi, jos D C D',

Huomautus 5.2. (1) Dy = {a,b} C D jokaisella vélin [a, ] jaolla D.
(2) Jos Dy ja Dy ovat vélin [a, b] jakoja, niin
D1 §D1UD2 ja DQ§D1UD2.

Maéritelmé 5.3. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja D = {xo, x1,
..., Ty} vélin [a,b] jako. Funktion f yldsummaksi jaon D suhteen sanotaan

suminaa
n

Sp=Sp(f) =D Ulzer,2]) sup  f(x)

1 z€[T)—1,Tk]
ja alasummaksi summaa
sp=sp(f) = l([tg—1,2]) inf  f(x).
1 TE[T)_1,Tk]

Huomautus 5.4. (1) Téydellisyysaksiooman nojalla ylldolevat supremum
ja infimum ovat olemassa, silld f on rajoitettu.

(2) Ala- ja yldsummille patee jérjestys sp < Sp, silld

inf  f(z)< sup  f(x)

z€[T)_1,Tk] x€[xp_1,2k]

Lemma 5.5. Jos D C D', niin Sp: < Sp ja spr > Sp.
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Todistus. Oletetaan aluksi, ettd D' = DU {z'} ja
Tpo1 < ' < ap,
missd rp_1 ja x, ovat jaon D pisteitd. Nyt

sup  f(z) < sup  f(x) ja  sup f(z) < sup f(w),

TE[T)_1,2'] TE[T)_1,Tk] z€[z!,xg] TE€[TK_1,78]

joten

W[ze-1,2])  sup f(z) + ([, 24]) sup f(x)

T€[wp_1,2'] zelr xy]

<z, 2])  sup fz) +U([2" ) sup  f()

TE[TK_1,Tk] T€[TK_1,2k)

= (' —zp1+zp—2) sup  f(x)
T€[xK_1,Tk]

= ([zp-r,2])  sup f(z).

€[] —1,2k]

Tasté seuraa, ettd Spr < Sp. Yleinen tapaus saadaan induktiolla. Alasummia
koskeva vaite spr > sp todistetaan samalla tavalla. O

Lemma 5.6. Jos D; ja Dy ovat vilin [a,b] jakoja, niin sp, < Sp,.
Todistus. Olkoon D = D; U D, (jakopisteet suuruusjérjestyksessé). Télloin

D, C D ja Dy C D. Lemman 5.5 ja huomautuksen 5.4(2) nojalla saadaan
sp, <sp < Sp < Sp,. O

Olkoon D vilin [a, b] jako ja Dy = {a,b}. Lemman 5.6 nojalla

SD Z SpDy = (b— a) 1nf]f(x)

z€(a,b
ja

50 < Spy = (b—a) sup f(z),
z€[a,b]

Siten yldsummien joukko
{Sp | D vilin [a, b] jako}
on alhaalta rajoitettu ja alasummien joukko

{sp | D vilin [a, b] jako}
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on ylh#alté rajoitettu. Téaydellisyysaksiooman nojalla
I=infSp €R ja [I=supsp €R
D D
ovat olemassa, missé infimum ja supremum on laskettu vélin [a, b] kaikkien
jakojen yli.

Maééritelmé 5.7. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio seki Sp ja sp ja-
koa D vastaava yld- ja alasummat. Y14 esiteltyé lukua I = infp Sp sanotaan
funktion f yldintegraaliksi ja lukua I = supp, sp funktion f alaintegraaliksi.

Lemma 5.8. Jokaiselle vilin [a,b] jaolle D pditee

sp<I<T1<Sp.

Todistus. Olkoot D ja D’ vilin [a, b] jakoja. Lemman 5.6 nojalla
sp < Spr.

Ottamalla oikealla puolella infimum jakojen D’ yli (ja pitamalld jako D kiin-
nitettyni) saadaan B
SD < IB/fSD/ =1

Vastaavasti ottamalla vasemmalla puolella supremum jakojen D yli saadaan

I =supsp < 1.
D

]
Maisgritelmé 5.9. Rajoitettua funktiota f: [a,b] — R sanotaan Riemann-

integroituvaksi, jos

Talloin lukua

sanotaan funktion f Riemannin integraaliksi vilin [a,b] yli.

Lause 5.10 (Riemannin ehto). Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-
integroituva, jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen vdlin
[a,b] jako D, etti

SD —Sp < E€.
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Todistus. ”=": Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva. Olkoon € > 0 ja

I:/abf(x)dx.

Koska I = I = ir[l)f Sp, niin lauseen 1.12 nojalla on olemassa sellainen D;,

etta . -
Edelleen I = I = supsp, joten lauseen 1.11 nojalla on olemassa sellainen
D

D27 etta

£ £
8D2>l—§zl—§

Olkoon D = D; U D,. Lemman 5.5 nojalla Sp < Sp, ja sp > sp,, joten

£ £
SD—SDSSD1—8D2<I+§—]+§:E.

7<«<": Olkoon ¢ > 0. Talloin on olemassa sellainen jako D, ettd
Sp —sp < €.
Lemman 5.8 nojalla sp < I < T < Sp, joten
0<IT—-I<Sp—sp<e kaikillae > 0.
Talloin [ — [ =0eli [ =1. O

Huomautus 5.11. Riemannin ehto on hyoddyllinen, koska yla- ja alainteg-
raaleja ei tarvitse osata laskea. Hyvit arviot yla- ja alasummille riittéavét.

Maéritelmé 5.12. Funktiota f: [a,b] — R sanotaan

(i) kasvavaksi, jos kaikilla x,y € [a,b] ehdosta z < y seuraa f(z) < f(y),
(ii) wvdhenevdksi, jos kaikilla z,y € [a, b] ehdosta x < y seuraa f(z) > f(y),

(iii) monotoniseksi, jos se on kasvava tai viheneva.
Esimerkki 5.13. Funktio

1 1 1 _
[0 =R, flr)=4F FWET<TSpE=l2.
0, kunz =0,

1

on monotoninen ja epdjatkuva joukossa {3

siis valttamatta ole jatkuva.

.5, --- - Monotoninen funktio ei
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Lause 5.14. Monotoninen funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on kasvava. Silloin
f(a) < f(z) < () Kaikilla @ € [a, ],

joten f on rajoitettu. Olkoon € > 0 ja D = {xg,1,...,2,} vilin [a,b] tasa-

vélinen jako, jolloin
b—a

T — Tp—1 — .
n

Koska f on kasvava, niin

sup  f(x) = max f(x) = f(w)

T€[TK_1,Tk] T€[TK_1,21]

ja
sl T @) = min F@) = f(we-).
Talloin
Sp—sp =3 (zx — zk1)(f(ar) — f(ar-1))
k=1
b _ n
= S0 () — flan)
k=1
h—
= 221 (b) — f(a))
Siten
Sp—sp < g,
kun

(b—a)(f(b) — f(a)

9

n >

Riemannin ehdon nojalla f on integroituva.

Jos funktio f on vihenevi, viite todistetaan samaan tapaan. Vihenevén
tapauksen voi kisitelld myos kiyttamalld lausetta 5.16(i) funktioon —f =
(—=1)f, joka on kasvava. O

Lause 5.15. Suljetulla ja rajoitetulla vililli [a, b] mdadritelty jatkuva funktio
f:la,b] = R on Riemann-integroituva.
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Todistus. Lauseen 3.18 nojalla f on rajoitettu. Olkoon € > 0. Lauseen 3.28
nojalla f on tasaisesti jatkuva vililld [a, b], joten on olemassa sellainen 6 > 0,

etta
€

7@) = f)] <

kaikilla x,y € [a, b], |z — y| < J. Olkoon D vilin [a, b] jako, jolle

Tp — Tpo1 <0 kaikilla k=1,2,... n.

Weierstrassin lauseen (lause 3.20) nojalla funktio f saavuttaa suurimman ja
pienimmén arvonsa, joten on olemassa sellaiset yi, zx € [Tx_1, zx], ettd

flyp) = max f(z)= sup f(z)

z€[T)_1,2k] T€[xp_1,Tk]

ja
fe) = min f@)= it fo).
r€[Tp—1,2k] T€[Tp—1,2k]
Nyt
. €
sup  f(z) — inf  f(z) = f(ye) — f(2k) < )
2€[Tp_1,2k] TE[TK_1,Tk] b—a
silla
[y — 21| < @ — -1 < 0.
Nyt
Sp—sp = Z(@"k — xk—l)( sup  f(z) — inf f(m))
=1 TE[TK—_1,Tk] TE[T)_1,78]
£ < €
< b_aZ(:rk—:rk_l) = b_a(b—a) =ec.
k=1
Viite seuraa nyt Riemannin ehdosta (lause 5.10). O

5.1 Integraalin perusominaisuuksia

Lause 5.16. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Tdl-
loin
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(i) jos a € R, niin aof on Riemann-integroituva ja Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska f on integroituva, niin Riemannin
, \ ehdon (lause 5.10) nojalla 16ytyy sellainen vélin [a, b] jako D', etté
/ af(x)dr = a/ f(z)dz,

9

Spr(f) = sp(f) < -

(ii) f+ g on Riemann-integroituva Nyt
b b b Sp(af) = sp(af) = aSp(f) —asp(f) = a(Sp/(f) — sp(f))
[ @+ gande= [ paraes g, !
a a a <oa-— =¢.
a
(1ii) jos a < ¢ < b, nitn f on Riemann-integroituva vileilld [a,c] ja [c,b], Riemannin ehdon nojalla af on integroituva. Edelleen kaikilla ¢ > 0
sekd pétee
b c b
[ r@ae= [ saass [ s b )
: : : [ af@)ds < Splaf) =asp(h) < a(sn(r) + 5)
(iv) jos f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b], niin “ X
b b Sa/ f(z)dx +e.
[ e < [Cgwa :
a a Téaten
b b
(v) |f| on Riemann-integroituva ja / af(r)ds < O‘/ flz)dz.
b b Toisaalta
[ #@ras] < [ if)a b
a a 3
o [ 1@ <asp() < a(so()+5) = splaf) +2
Todistus. (i) Tarkastellaan funktiota (af): [a,b] — R, (af)(x) = af(x), b
missd « # 0 (tapaus a = 0 on selvi). Olkoon D vilin [a, b] jako. Silloin < / af(r)dr +e.
- Siten
Splaf) = Z(azk —2p-1) sup (af)(x) b b
=1 TE[TK_1,Tk] a/ f(x) dzx < / Ckf(l') d.’lﬁ'7
= Z(xk —Zp-1) sup  af(x) joten yhtdsuuruus pétee.
1 TE[TK_1,Tk]
n (ii) Viitteen todistamisessa tarvitaan seuraavia aputuloksia: Olkoon A C
= (xp —xp—1)ae sup  f(x) [a,b], A # (. Téllsin
1 TE[TK—_1,Tk]
n sup(f(z) + g(x)) < sup f(x) +sup g(z)
=« (xp —x—1) sup f(x) ”feA feA feA
p v€lwr—1,24] it (f(z) +g(x)) 2 inf f(z) + inf g(z).
= aSp(f).
Néistd ylemmén epayhtélon todistus oli harjoituksen 1 tehtédvéssé 5 ja
Vastaavasti sp(af) = asp(f). alempi todistetaan vastaavasti.
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Olkoon D vilin [a, b] jako, jolloin

(zr — K1)  sup  (f+g)(z)

T€[zK_1,2k]

Sp(f+g)=

>
3 3
—

< (:Irk—a:k_l)( sup  f(z)+ sup 9(@"))

k=1 TE€[T)_1,2k] T€[TR_1,Tk]

n

= (Tg — Tp-1) Z sup  f(x)

k=1 T€[Th_1,2k]

+ Z(xk —xp—1) sup  g(x)

TE[TK_1,T]
= Sp(f) + Sn(g).
Vastaavasti saadaan
sp(f+9) = sp(f) +sp(g).

Olkoon ¢ > 0. Koska f ja g ovat integroituvia, niin Riemannin ehdon
(lause 5.10) nojalla on olemassa sellaiset jaot Dy ja Ds, ettd

SDI(f) - SDl(f) <

N ™

ja
19
SDz(g) - SD2(g) < 5

Olkoon D" = D; U Ds. Silloin lemman 5.5 nojalla
Sp(f +9) = sp(f +9) < Sp(f) + Sp(9) = sp(f) —sp(9)
< SD1(f) - SD1(f) + SDz(g) - SDz(g)

<fifos
2 2 7

joten Riemannin ehdon nojalla funktio f 4 ¢ on integroituva. Liséksi
lemman 5.5 nojalla

/ (F(2) + g(2) de < Spr(f + 9) < Spr(f) + Sr(9)

< Spu(f) + Sa(9) < s, () + 5+ 50a(9) + 5

ja
/ (@) + 9(@)) dz > spr(f +9) = spr(f) + 5:(9)

> 8D1(f) +5D2(g) > SDl(f) - % JrSDz(g) - %

Z/be(x)dx+/abg(x)dx—s.

Tésté seuraa, etté

b b b
[ )+ gande= [ rdes [gto)dn
Loput kohdat todistuksesta jatetdéan harjoitustehtéviksi. Ol

Maiégritelmé 5.17. (tdydennys integraalin mééritelmédn) Jos f: [a,b] — R,
a < b, on Riemann-integroituva, niin asetetaan

/baf(x)dx:—/abf(x)dx

/f(x)da;zO, a<c<b.

ja

Huomautus 5.18. Seuraavat kaksi asiaa ovat mukana lahinna asiasta kiin-
nostuneille ylimaardiseksi luettavaksi.

Riemannin alkuperédinen mééritelmé poikkeaa hieman esittdméastdmme méaa-
ritelméstd 5.9: Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja D = {xg, z1,...,x,} vilin
[a, b] jako. Merkitddn I, = [xx_1, zx] ja

|D| = max{l(Iy) =xp —x)1 | k=1,2,...,n}
Luku | D| on siis suurimman jakovélin pituus. Valitaan mielivaltaisesti A\, € I,
ja merkitdan

n

Sp(f,A) = Sp(f: A Aoy ) = D 1L F(M)

k=1

ja kutsutaan tétd funktioon f, jakoon D ja vektoriin A = (A, Ao, ..., A,)
liittyvéksi Riemannin summaksi. Silloin

SD S SD(f, )\) S SD.
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Maéaéritellddn uudentyyppinen raja-arvo, kun jakoa tihennetéén: Luku I € R
on funktion f Riemannin summien raja-arvo

I = |g|1110 SD(f7 )‘)7

jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen d > 0, etté
1Sp(f,A) —1I| <e

kaikilla jaoilla D, joilla | D| < ¢ valittiinpa pisteet Ay miten hyvénsé. Voidaan
todistaa, ettd f on Riemann-integroituva jos ja vain jos raja-arvo

lim Sp(f,\)

|D]—0

on olemassa. Talloin

b
[ 1@ o = Jim S(7..

Téssé siis integraali méaritellddn summien raja-arvona eikd méadritelmassa
tarvita supremumia tai infimumia, mutta vaikeudet ”lakaistaan maton alle”.

Toisena mainittakoon, ettd Riemann-integroituvat funktiot voidaan karak-
terisoida ns. Lebesguen ehdon avulla: Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on
Riemann-integroituva, jos ja vain jos sen epéjatkuvuuspisteiden joukko on
nollamitallinen. T&t4 ei todisteta télla kurssilla.

Joukon A C R nollamitallisuus tarkoittaa sitd, ettd jokaista € > 0 kohti on

olemassa sellaiset avoimet vilit |a,, b,[, n = 1,2, ..., ettd
A C U lan, b ja Z(bn —ap) <Ee.
n=1 n=1

Nollamitallinen joukko voidaan siis peittaé yhteispituudeltaan mielivaltaisen
lyhyilld avoimilla véleilla.

Esimerkiksi @@ on nollamitallinen. Témé havaitaan tarkastelemalla jonoa, jo-
ka sisaltdd kaikki rationaaliluvut tdsmélleen kerran. Aikaisemmin osoitettiin,
ettd téllainen jono, eli bijektio Z,; — @Q, on olemassa. Merkitdédn tétéd jonoa
(gn), jolloin

Q= U{Qn}
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Esimerkiksi jono

0. 1 _1 1 _1 2 _2 1 _1 3 _3
) 1 10 2 29 19 10 3 37 10 12
1 12 2 3 _3 4 _4 1 _1 5 _5
4 47 30 37 2 27 19 1 57 57 17 17"
kdy. Olkoon € > 0. Nyt
> € €
Qg U}Qn—%”,%"‘%”{
n=1
ja
> € € =, 2 =1
Z (qn+ on+2 (‘Jn* 2n+2>> _SZ on+2 _62 on+1 <&
n=1 n=1 n=1

Huomaa, ettd vaikka rationaalipisteet ovatkin tihedssé, ne voidaan peittéad
véleilld, joiden yhteenlaskettu pituus on mielivaltaisen pieni.

5.2 Analyysin peruslause

Perehdytédan seuraavaksi Riemannin integraalin ja derivaatan yhteyteen.

Mairitelméa 5.19. Avoimella vélilla méériteltyd funktiota f: ]Ja, 0 — R
sanotaan derivoituvaksi pisteessd xo € |a, b[, jos raja-arvo

lim f(zo+h) — f(x0)
h—0 h

= f'(x0)

on olemassa. Jos f on derivoituva jokaisessa pisteessi x € |a, b[, niin funktiota
| sanotaan derivoituvaksi vililli |a,b[. Talloin derivaatta médrittelee deri-
vaattafunktion f': la,b] — R. Jos f’ on jatkuva vililla ]a, b], niin funktiota
f sanotaan jatkuvasti derivoituvaksi vililld |a, b[.

Huomautus 5.20. (1) Derivaatan mééritelméssé on sisiltdéd funktion raja-
arvo (madritelmé 3.7). Sité ei voi laskea sijottamalla h = 0, sill& silloin
joudutaan %—tilanteeseen.

(2) Derivaatan mééritelmé voidaan myés kirjoittaa muodossa:

f’(l’o) = lim f(SC) — f(xO)

T—T0 Tr — Xy




(3) Jos f on derivoituva pisteessé xg, niin f on jatkuva pisteessi x:

i (70 = fta0)) = Jim SO=LE)
= lim f(@) = flwo) lim (z — x9) = f'(20)-0=0
T—To r — Xy T—T0

Siis
zliglo f(x) = f(=o),

joten huomautuksen 3.14 mukaan f on jatkuva pisteessd .

(4) Vaikka f olisikin derivoituva jokaisessa pisteessd x € R, niin derivaatta-
funktion f’ ei tarvitse olla jatkuva.

Lause 5.21 (analyysin peruslause, osa I). Oletetaan, ettd funktio f: [a,b] —
R on Riemann-integroituva ja asetetaan

Filab >R, Fx /f

Tdlloin seuraavat ominaisuudet pdtevdt.

(i) Funktio F' on tasaisesti jatkuva vdlilli [a,b], erityisesti F' on jatkuva.
(ii) Jos [ on jatkuva pisteessi x € la,b|, niin F' on derioituva pisteessi x
Jja
F(x) = f().

Todistus. (i) Olkoot z, y € [a,b], € > 0 ja M = sup |f(u)|. Oletetaan
u€la,b]
ensin, ettd x < y. Lauseen 5.16 kohtien (iii) ja (v) avulla saadaan

|F(z) - F(y)| = / Cfyar - / " ryar| = / oL

< [(1r0lde < 2ty - ) = Mly -] <.

kun |z —y| < Tapauksessa x > y saadaan vastaavasti

g
M+1
|F(z) — F(y)| < My —z| <e,
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Valitsemalla ¢ =

kun |z — y| < —— < d
un |(r — . Saadaal
NV M+1

|F(x) — F(y)| <e kaikilla |z —y| <.

Téten F on tasaisesti jatkuva vélilld [a,b] (médritelmé 3.26) ja myos
jatkuva vililla [a, b] (huomautus 3.27 (2)).

(ii) Jos F' on derivoituva pisteessi x, niin

x+h z+h
/ . Lz .f f . 1
)= T [ o
1 x+h
Osoitetaan, etté }ILII% N f(t)dt = f(z). Nyt

x

2 [ rwar-sw| =3 [0 - sea

z+h
[ 1@ - folal

Koska f on jatkuva pisteessid x, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa
sellainen ¢ > 0, etta

@) =B <3,k fz—t] <.
Jos 0 < |h| < ¢, niin my6s 0 < |z — ¢ < |h] < ¢ ja siten

1 x+h

@) = Ol ] < - 5 bl <=

Siten
—}ng(l)h/ f(t)dt = f(z).
0

Huomautus 5.22. Muista, ettd funktion f: [a,b] — R integraalifuktio on
sellainen jatkuva F': [a,b] — R, ettd F'(z) = f(z) kaikilla z € ]a, b]. Viite
(ii) edellisesséi lauseessa tarkoittaa, ettd jos f on jatkuva koko vililla [a,d],
niin F(x f f(t)dt on funktion f yksi integraalifunktio. Lause antaa siis
keinon maarlttaa annetun funktion integraalifunktio.
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Huomautus 5.23. Vaikka lause 5.21 antaa funktion F' olemassaolon, niin ai-
na tité ei pysty esittdmédn helposti. Esimerkiksi, jos f: [—1,1] — R, f(z) =
e~ niin lauseen 5.21 mukaan on olemassa sellainen funktio F': [-1,1] — R,
ettd F'(x) = f(z) kaikilla z € [—1,1]. Kuitenkaan tdmé& funktio

F(z) = /I e dt

-1
el ole esitettavissa alkeisfunktioiden avulla.

Lause 5.24 (analyysin peruslause, osa II). Jos F: [a,b] — R on sellainen
derivoituva funktio, ettd

F'(x) = f(z) kaikilla x € ]a,b]

ja [ on Riemann-integroituva vililli [a,b] (vilin pddtepisteissi [ voidaan
mdadritella miten halutaan), niin

/ F@)dz = F(b) — F(a).

Todistus. Olkoon € > 0. Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellainen vélin
[a,b] jako D = {xg,x1,...,2,}, ettd

Sp(f) —sp(f) <e.

Viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen A, € Jxg_1, zx[, ettd

F(zy) — F(zp-1) = F'(A) (@ — 2x-1)
= f(\e)(xg —xK-1), k=1,2,... n.

Nyt

Tésté seuraa, etté
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Toisaalta

sp(f) < / f(2)dz < Sp(f).
Nyt ,
/ f(2)de < Sp(f) < sp(f) +& < F(b) — Fla) +¢

ja toisaalta
b
/ f(2)dz > sp(f) > So(f) — e > F(b) — F(a) — =.
Siten

[ s - 70 - )| <=

Koska tdmé pétee kaikilla ¢ > 0, saadaan viite. O

Huomautus 5.25. Lause 5.24 antaa keinon laskea tiettyjen funktioiden in-
tegraaleja. Lause 5.24 esitetéén usein seuraavassa muodossa: jos f: [a,b] — R
on jatkuvasti derivoituva, niin

f(2) = fla) + / " Pt 2)

Vilin paitepisteissd derivaatan arvoksi tulevat toispuoleiset derivaatat.

Todistetaan tdméan luvun lopuksi vield osittaisintegrointikaava. Sitd varten
tarvitaan seuraava lemma.

Lemma 5.26. Olkoot f, g: [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita.
Tilléin funktiot f? ja fg ovat Riemann-integroituvia.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd f? on Riemann-integroituva. Koska f on
integroituva, se on rajoitettu ja on olemassa sellainen M > 0, etté | f(x)| < M
kaikilla x € [a, b]. Olkoon € > 0, jolloin Riemannin ehdon nojalla on olemassa
sellainen vélin [a,b] jako D = {zg,...,z,}, ettd

Sp(f) = sp(f)

€
< m
Jos x, y € [x)_1, z), niin
) = f2y) <1 (2) = Pyl = [f(@) = FW)llf(2) + fy)l
<|f(x) = fy)2M <2M  sup  |f(z)— f(y)|

Zz, ye[xkflvmk:}

= QM( sup f(z)— inf f(y))

TE[TK_1,Tk] YE[TE_1,2k]
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Kaytetadn tassd esiintyville sulkulausekkeelle merkintaé cg, jolloin

fA(z) <2Mcey + f2(y) kaikilla z, y € [xg_1, g
—  sup f3(x) <2Mci + fA(y) kaikilla y € [x)_1, 4]

€K _1,2k]

—  sup f3(x) <2Me,+ inf  f(y).

JCE[Ik_l,aCk] ye[ajk—la”)k}
Titen sup  f*(x) — inf  f*(y) < 2Mc; ja saadaan
TE€[TK_1,Tk] YE[TR—1,2k]

n

Sp(f%) = sp(f?) =S Ulevm)( swp )= il ()

k=1 TE[TK—_1,Tk] YE[TE—1,2k]
< U([wmr, we))2M e, = 2M > ([, 7))o
k=1 k=1
—2M Y Wmera)( s fl@) - il f(y))
k=1 TE€[xR_1,2k] y€[Tr_1,2k]

€
Riemannin ehdon mukaan funktio f? on integroituva vélilli [a, b].
Funktiota fg koskeva viite seuraa siitd, etta
f@)g(x) = 3 ((f (=) + g(x))* = (f(x) = g(2))?)

kaikilla z € [a,b]. Kéyttdmilla funktioiden (f + ¢)? ja (f — ¢)? integroitu-
vuutta seké lauseen 5.16 kohtia (ii) ja (i) saadaan jalkimméinen vaite. [

Lause 5.27 (osittaisintegrointikaava). Oletetaan, etti u, v: [a,b] — R ovat
Jatkuvia ja valilld Ja, b] derivoituvia funktioita ja etti v’ ja v' ovat Riemann-
integroituvia vililli [a, b] (valin pddtepisteissi v’ ja v" voidaan mdadritelld mi-
ten halutaan). Silloin

/ w(z)v' (z) de = u(b)v(b) — u(a)v(a) —/ o' (z)v(z) de.

Todistus. Maaritellaan f: [a,b] — R, f(x) = u(x)v(z). Talloin

f(z) = u(x)v (z) + o' (z)v(z) kaikilla x € ]a, b].
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Lemman 5.26 nojalla f on Riemann-integroituva valilld [a, b]. Lauseiden 5.24
ja 5.16 (ii) nojalla

f@—ﬂ@z[ﬁ@M=Lz@M@M+Lw@M@M

mista vaite seuraa. O
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6 Epéaoleelliset integraalit

Luvussa 5 mééritelty Riemannin integraali toimii vain rajoitetuille funktioil-
le, jotka on madritelty suljetulla ja rajoitetulla valilla.

Esimerkki 6.1. Olkoon f: ]0,1] — R, f(z) = % Nyt f ei ole rajoitettu,
eikéd médrittelyvili ole suljettu. Olkoon 0 < ¢ < 1. Koska f on integroituva
vélilla [c, 1], niin voidaan tutkia raja-arvoa

1

1 1
lim —dx = lim/ 2y/x = lim 2(1 —+/c) = 2.

c—0+ c x c—0+ c c—0+

Huomaa, ettd kuvaajan rajoittama pinta-ala on luonnollista tulkita Riemann-
integraalien rajana.

Olkoon f: [1,00] — R, f(z) = % Nyt f on rajoitettu, mutta méarittelyvali
ei ole rajoitettu. Olkoon ¢ > 1. Koska f on integroituva vélilla [1,¢|, niin
voidaan tutkia raja-arvoa

c 1 c
lim / —dzr = lim / 2y/z = lim 2(y/c — 1) = oo,
c—oo Jq ﬁ c—oo /4 c—00

Maiéritelmé 6.2. Olkoot ¢ € R U {—o0}, b € R, a < b. Jos funktio
f: ]a,b] — R on integroituva vélin |a,b] jokaisella suljetulla ja rajoitetul-
la osavalilld ja jos raja-arvo

lim /b f(z)dz

c—a+

on olemassa, niin sanotaan, etté epdoleellinen integraali fab f(z)dz suppenee

ja maéaritellaan
b b
/f(:c)dx— lim / f(z)dz.

c—a+

Jos raja-arvoa ei ole olemassa, niin sanotaan, ettd epdoleellinen integraali
fabf(x) dz hajaantuu. Jos a = —oo, niin merkinélld ¢ — a+ tarkoitetaan,
ettd ¢ — —oo. Télloin merkitadn

/b f(z)dz = Egn bf(x)dx.

c

Jos a € R, b € RU{oc}, a < b, niin epéoleellinen integraali fab f(x)dx
maéritelladn samaan tapaan.
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Esimerkki 6.3. (1) Suoraan saadaan

/ e’der=lim [ e *dr= lim / —e "dr=lim(l—e°) =1
0 0

Cc—0Q0 0 Cc—00

(2) Lauseen 5.27 nojalla

o0 C 1 C
/ ze dr = lim re *dr = lim <—C + -+ / e’ dx)
1 c—oo fq c—00 ec e 1

. < c 1 1 1) 2
=lm|{-——=+-+-——=|=-.
c—00 e e e e° €

Lause 6.4. Integraali

suppenee, jos ja vain jos s < 1.

Todistus. Olkoon 0 < ¢ < 1. Jos s # 1, niin

1 1
1 1
/ x%dr = i = (1— ).
B 1—-s/. 1-s
1

1
1_8<1_les)_> o kun ¢ — 0+,

Jos s < 1, niin

ja integraali suppenee. Jos s > 1, niin

1
1—s

(1—c"*) =00, kunc— 0+,

ja integraali hajaantuu. Jos s = 1, niin

11 1
/xdx:/ Inx=—Inc— oo, kunc— 0+,

joten integraali hajaantuu. Siis fol ;13 dx suppenee, jos ja vain jos s < 1.

Lause 6.5. Integraali

suppenee, jos ja vain jos s > 1.
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Todistus. Olkoon ¢ > 1. Jos s # 1, niin

“1 1 ¢ 1
7d _ 1—-s __ 175_1.
ZC—l 5/1 T = (C )

1 T°

Jos s < 1, niin
1

1—s

ja integraali hajaantuu. Toisaalta, jos s > 1, niin

(c'™* —1) - 00, kunc— oo,

1 1
(1) — ,  kun ¢ — oo,
1-s s—1

ja integraali suppenee. Jos s = 1, niin
c

C
—dz = Inz=Inc— o0 kun ¢ — oo
s ) b
1 1

joten integraali hajaantuu. Siis floo % dx suppenee, jos ja vain jos s > 1. [

Miéiritelmé 6.6. Olkoon a € R U {—oo} jab € RU {o0}, a < b, seké
d € la,b[ kiinted. Olkoon f: Ja,b] — R integroituva vélin ]a,b| jokaisella
suljetulla ja rajoitetulla osavélilld. Jos molemmat epéoleelliset integraalit

/ "fayde g / () d

b
suppenevat, niin sanotaan, etti epioleellinen integraali / f(x) dx suppenee
a

ja sen arvoksi asetetaan

/abf(x)da;: /adf(x)der/dbf(x)dx.

Huomaa, etté pisteen d valinta ei vaikuta suppenemiseen eiké integraalin ar-
voon. Néin on, silld jos jakopisteind kdytetddn lukuja d; ja ds, missd d; <
ds, niin fad2 flx)dz = fadl f(x)dz + fddf f(z)dz. Tissi jalkimméinen in-
tegraali on tavallinen Riemannin integraali eiké se vaikuta suppenemiseen.
Maéritelméssé esiintyvén jalkimmaéisen integraalin tapauksessa kay vastaa-
vasti.

<1
Esimerkki 6.7. (1) Milld arvoilla s € R integraali / — dx suppenee?
o T°

91

Ratkaisu: Epéoleellisuus on seké ala- ettd ylarajalla. Kirjoitetaan

< 1 | |
/ —dx = dJJJr/ —dx.
o xF o Z° 1 T°

1
1
Lauseen 6.4 nojalla / — dz suppenee, jos ja vain jos s < 1 ja lauseen
0 X
oo
6.5 nojalla / — dz suppenee, jos ja vain jos s > 1. Siten integraali
1T

<1
/ — dz hajaantuu kaikilla s € R.
o T°

1
1
Tarkastellaan integraalia / —dx.
® LVI—2

Epéoleellisuus on seké ala- ettd ylarajalla. Olkoon —1 < b < 0 < ¢ < 1.
Talloin

™

c 1 c
——dx = / arcsin z = arcsinc — aresin 1 = —
b
/0 V1—2? 0 2

kun ¢ — 1—, ja vastaavasti

0

. . . ™

de = / arcsinx = —arcsinb — —arcsin(—1) = 5
b

o1
/b vV1—22
kun b — —1+. Siten

+

T
— =
2

/1 1 4 /0 1 q +/1 1 4 T
—F—dx = —Fax —F——dr = <
V1 —22 V1 —2a? o V1—122 2

Tarkastellaan integraalia / sinzdx. Nyt
0

C C
/ sinxdx:—/ cosx =1 — cosc.
0 0

Koska raja-arvoa

c

lim [ sinzdz = lim (1 —cosc)=1— lim cosc
Cc— 00 0 CcC— 00 C—00

o0
ei ole olemassa, niin integraali / sin x dx hajaantuu.
0
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o0

(4) Tarkastellaan integraalia / e “dx.

—0o0

o
Esimerkin 6.3 nojalla integraali / e~ ¥ dx suppenee. Toisaalta
0

0 0 0
/ e *dr= lim e "dr= lim / —e 7
CcC——00 C——00
—00 (& c

= lim (e “—1) = o0,

c——00

0
joten/ e * dz hajaantuu. Siten

o) 0 o)
/ e Udx = / e Tdr+ / e d.
—00 —00 0

Huomautus 6.8. Yleisesti

/ f(z)dz # lim/ f(z)dz
00 0 0
/ sinxdx:/ sinxd$+/ sin z dz
oo —o0 0

hajaantuu (ks. yllédoleva esimerkki), mutta

hajaantuu.

Esimerkiksi

c c
lim [ sinzdr = lim / (—cosz) = 0.
c—oo [, c—00

—C

Lause 6.9 (majorantti- ja minoranttiperiaate). Olkoon a € R, b € RU{co},
a < b ja olkoot funktiot f, g: [a,b] — R integroituvia jokaisella vilin [a,b]
suljetulla ja rajoitetulla osavdililli. Oletetaan, etti 0 < f(x) < g(x) kaikilla
x € la,b.

b b
(i) Jos majomntti/ g(x) dx suppenee, m’in/ f(z)dz suppencee.

b b
(ii) Jos mmomntti/ f(z)dz hajaantuu, mm/ g(x) dx hajaantuu.

Huomautus 6.10. Muunlaisille epéoleellisille integraaleille majorantti- ja
minoranttiperiaate muotoillaan ja todistetaan samaan tapaan.
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Todistus. (i) Mééritelldén kuvaus F': [a,b] — R asettamalla
:/ f(z)dz kaikilla ¢ € [a, b].

Koska f(z) > 0 kaikilla 2 € [a,b], niin F' on kasvava muuttujan c
funktio (harjoitustehtévé). Silloin

b
/ f(z) da suppenee

<= on olemassa hm F(c / flx)dz e R

<= F on ylh&élta rajoitettu (vertaa lauseeseen 2.12).

b
Nyt 0 < f(z) < g(z) kaikilla = € [a,b] ja integraali / g(x) dx suppe-

nee. On siis olemassa sellainen M € R, etté

/ flz)dx < / g(x)dx < M kaikilla ¢ € [a, b],

joten / f(z) dz on rajoitettu ja ylldolevan nojalla se suppenee.

(ii) Jos integraali f; g(x) da suppenisi, niin kohdan (i) nojalla my6s integ-

raali fab f(z) dz suppenee, miké on ristiriita.

Esimerkki 6.11. Tarkastellaan integraalia

o —x

e
dx
0 VT

Epéoleellisuus on seké ala- ettd ylarajoilla, joten kirjoitetaan
00 o 1 e 00 -
dx = / dx + / dx
/0 Vo 0o VI VT

1 e—:r oo e—x
ja tutkitaan erikseen integraaleja / dx ja / dzx.
0 1

v Vi
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e‘x<1
Vr T oz

1

1

Lauseen 6.4 nojalla integraali / 7 dx suppenee, joten majoranttiperiaat-
0 X

—

Olkoon ensin 0 < x < 1. Téllsin e™® < € = 1, joten 0 <

1
teen nojalla myd6s integraali / dx suppenee.
0

VT

—x

(&

NZ3

1
Olkoon sitten = > 1. Télloin — < 1, joten 0 <

Jz

< e *. Olkoon lisaksi

¢ > 1, jolloin

c c 1
/e‘mdx:—/ e ?=¢t—e°— = kunc— oo,
1 1 (&
oo

o0
Siten e~ * dx suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla /
1

—T

Jz

dx sup-

1
penee.

Edelldolevan nojalla / ‘€ dx suppenee.
o VT

Esimerkki 6.12. Tarkastellaan integraalia

> 1
—dz.
/0 vai+ax+1

Epéoleellisuus on integroimisvilin yldrajalla. Pisteen 0 ympéristossé funk-

tiolle \/ﬁ ei saada riittdvan hyvid arvioita, joten kirjoitetaan

o0 1 ! 1 o0 1
/ dw:/dﬁ/ S S
o Vait+ax+1 0o Vat+ao+1 1 Vat+ao+1

Téssé ensimméinen osaintegraaleista on tavallinen integraali, joka suppenee.
Tutkitaan jalkimméisen integraalin suppenemista. Olkoon x > 1. Télloin

Va2 + x4+ 1 <322 = 2v/3, joten

1 1 1
0< —.-<— -
V3 T a4+
. * 11 I [>1 . : :
Lauseen 6.5 nojalla ——dr=— — dx hajaantuu, joten minorant-
1 oé/gx V3 ox

tiperiaatteen nojalla dx hajaantuu. Siten myos integraali

1
1 Vaz+ax+1
dz hajaantuu.

& 1
/o vVai+z+1
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Maéritelmé 6.13. Olkoot @ € R, b € R U {00}, a < b, ja olkoon funktio
f: [a,b[ — R integroituva vilin [a, b jokaisella suljetuilla osavililla. Jos
f: | f(2)| da suppenee, niin sanotaan, ettd epéoleellinen integraali fab f(z)dx
suppenee itseisesti.

Huomautus 6.14. Lauseen 5.16 (v)-kohdan nojalla | f| on integroituva vélin
[a, b[ suljetuilla osavileilla.

[tseinen suppeneminen mééritelladn muille epdoleellisuuden tyypeille (eli a €
RU{—o00},b € Rjaa € RU{—00}, b € RU{o0}) vastaavasti, vertaa aiempiin
méaritelmiin.

Lause 6.15. Jos fab f(x) dx suppenee itseisesti, niin se suppenee ja

[rwa] < [eia

—[f(@)] < fz) < [f(2)]

Todistus. Koska

kaikilla z € [a, b[, niin

0< f(x) +|f(z)] < 2[f(2)|

b
kaikilla x € [a,b[. Integraali / 2| f(x)| dz suppenee, joten majoranttiperi-

aatteen nojalla \
[ @+ i@
suppenee. Lisdksi
b c
/a f(z)dz zcl_igl_ ’ f(z)dz

[

= lim [ ((f(x)+|f(@)]) = [f(2)]) de

c—b— a
=l [ @)+ f@hde =t [ 5] d,
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joten fab f(z) dz suppenee. Tilloin

) dx‘ = lilgl / f(z) dx‘ (raja-arvo on olemassa)
= lirl? ) dx’ (raja-arvo on olemassa)
< lirgl |f(z)|dz (lause 5.16 (v))

b
= / |f(z)| dz (integraali suppenee itseisesti).

]

Huomautus 6.16. Muunlaisille epéoleellisille integraaleille itseinen suppe-
minen mééaritelladn vastaavalla tavalla. Lisdksi lausetta 6.15 vastaava tulos
pétee my6s muille epéoleellisille integraaleille.

. . . _ . [T sinz
Esimerkki 6.17. Osoitetaan, ettd integraali / —— dx suppenee, mutta
.

el suppene itseisesti.

Olkoon ¢ > 1. Osittaisintegroinnilla saadaan

[ c C 1
/ T e :/ cos e —/ (—cosz) <—2> dx
1 1 x 1 x

C
cos ¢ COS T
=cosl — — dax.
c 1

COST

1
Koska 0 < | ‘ < —, kun = > 1, niin majoranttiperiaatteen nojalla
x

OO‘Cosgv
1 2

suppenee, joten lauseen 6.15 nojalla
* cosx
/ - de
;T x

lim dr = lim (cos 1-—
c—00 1 x c—00 C c—00 1

o
cos T
=cosl— - du,
.
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dx

suppenee. Tésta seuraa, ettd

“sinz

*“sinx
joten / —— dx suppenee.
1 x

Itseinen suppeneminen: Toisaalta

" sin @ de — = /k7T \sin:c|d
/Tr Z ‘ ! kz: (k-1)r T !
>Z/ |51n1:]
_Zlm Zk;_”’o

kun n — oo, silld harmoninen sarja hajaantuu. Raja-arvoa

Zk}ﬂ'/ 1)W|sinx\dx

sin x

lim
n—oo
s

‘dx

o -

.. . . . SIn r . . . .

ei siis ole olemassa, joten integraali / —— dx el suppene itseisesti.
1 T

* sinx

dzx.

Esimerkki 6.18. Tarkastellaan integraalia /

—0Q0

X

Kirjoitetaan

* sinx “Lsing Y sinz Lging *“sinx
dz = dz + dr + dr + dz
e T e T 4T 0 T 1 x

ja tutkitaan erikseen osaintegraalien suppenemista. Edellisen esimerkin no-
-1 .
sinx

* sinx
jalla / —— dx suppenee. Vastaavasti integraali / dx suppenee,
1 T

—00

silld kun ¢ > 1, niin

/1 sinxdx__/csinxdﬁ_/ sm( _du) / Smtdt
—c x 1 X -1

Kun 0 < |z <1, niin |sinz| < |z| (PM I), joten 0 < |%‘ < 1. Majorantti-
periaatteen nojalla integraalit
1
dx ja /
0

0
/
suppenevat, joten lauseen 6.15 nojalla integraalit

O sinz . Lginx
dx ja dx
1 X 0 X
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sinx sinx

dx

X T




suppenevat. Koska kaikki osaintegraalit suppenevat, niin myos integraali
° sinx

/ dx suppenee.
e T

oo

Yhteenveto epioleellisten integraalien suppenemistar-
kastelusta

Tutkittaessa epéoleellisen integraalin suppenemista kannattaa noudattaa seu-
raavaa strategiaa:

(1) Tutki, missd epéoleellisuudet ovat ja méiéirittele epdoleellinen integraali
rajaprosessin avulla.

(2) Voidaanko rajaprosessissa olevat tavalliset Riemannin integraalit laskea
auki?

(3) Onko integroitava funktio positiivinen? Kokeile majorantti- ja minorant-
tiperiaatetta vertailuintegraaleina

o Z°

(4) Jos integroitava funktio vaihtaa merkkidén, niin suppeneeko integraali
itseisesti?

(5) Suppeneeko integraali jostain muusta syysta?
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7 Funktiojonot ja -sarjat

7.1 Pisteittidinen ja tasainen suppeneminen

Maaritelma 7.1. Olkoon D C R ja olkoon f,: D — R, n=1,2,..., jono
funktioita. Jos raja-arvo

lim_f,(z)

n—oo
on olemassa jokaisessa pisteessi x € D, niin funktiojonon (f,) sanotaan
suppenevan pisteittdin joukossa D. Funktiota

f:D =R, f(x) = lm f,(2)

sanotaan jonon ( f,) pisteittiiseksi raja-arvoksi eli rajafunktioksi joukossa D.

Funktiojonon pisteittdinen suppeneminen on liian heikkoa jatkuvuuden, deri-
voimisen ja integroimisen kannalta. Tahén tarvitaan vahvempi suppenemisen
késite.

Méaaritelma 7.2. Olkoot D C A C Rja f,: A — R, n=1,2,..., jono
funktioita. Jos

sup | fu(z) — f(z)| — 0, kun n — oo,
z€D

niin jonon (f,) sanotaan suppenevan joukossa D tasaisesti kohti funktiota

f:A—R.

Huomautus 7.3. Ellei joukkoa D erikseen mainita, niin D = A. Yleensé
néin on. Ylldoleva médritelmé voidaan kirjoittaa myd6s seuraavassa muodossa:
Jono (f,,) suppenee joukossa D tasaisesti kohti funktiota f, jos jokaista & > 0
kohti on olemassa sellainen n., etté

|fu(x) — f(z)] < e kaikilla x € D jan > n..
Tama esitysmuoto poikkeaa pisteittidisen suppenemisen médritelmésta siinéd
suhteessa, ettd saman luvun n, taytyy kelvata jokaiselle x € D.

Esimerkki 7.4. Olkoon f,: [0,27] — R, fu(x) = Smglm), n=12,...

Osoitetaan, ettd (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f(z) = 0 joukossa
[0, 27].
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Olkoon ¢ > 0. Silloin

sup |fu(z) — 0] = sup
x€([0,27] z€[0,27]

~ <g,

sin(nx)‘ 1
n

n

kun n > 1. Siten s[101[2) | |fu(z) — f(x)| — 0, kun n — oo, ja suppeneminen
xe|0,27
on tasaista.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jatkuvuus séilyy tasaisessa suppenemisessa.

Lause 7.5. Jos funktiot f,: D — R ovat jatkuvia kaikilla n = 1,2,... ja
jono (fn) suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa D, niin rajafunktio
f on jatkuva joukossa D.

Todistus. Olkoot xo € D ja e > 0. Osoitetaan, ettd olemassa sellainen § > 0,
etta
|f(z) = f(xo)|] <e kaikilla x € D ja |x — x| < 4.

Jokaisella x € D jan € Z, on voimassa |f,(x) — f(z)| <sup|fu(y) — f(v)|.
yeD
Kolmioepayhtalon nojalla

[f (@) = f@o)| < [f(2) = ful@)| + | fulx) = fulzo)| + [fa(z0) — f(0)]
< 2323 [fa(y) = T+ [fal2) = Fulzo)]-

Koska suppeneminen on tasaista, voidaan valita sellainen n. € Z ., etta

sup | fn(y) — f(y)| < g kaikilla n > n..
yeD

Téllgin erityisesti

(@) = f@o)l <2+ % +1fo(@) = fo.(x0)]

Koska f,. on jatkuva, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd
| fr. () = fn.(z0)] < % kaikilla z € D ja |z — zo| < 0.
Siten
2e

|f(z) — f(zo)] < 3 +§ =¢ kaikilla z € D ja |x — x¢| < 9.
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Huomautus 7.6. Funktio f on jatkuva pisteessd x, jos ja vain jos f(zg) =
lim f(z). Edelld osoitettiin siis, etté
Tr—TQ

lim lim f,(z) = lim f(z) = f(z0) :nh—>nolo fo(zo) = lim lim f,(x).

T—T0 N—00 T—x0 n—00 T—TQ

Funktiosarjat, kuten lukusarjatkin, méaaritelldin osasummien jonojen avulla.
Maaritelma 7.7. Olkoon f.: D — R, k= 1,2,..., jono funktioita ja olkoon
Sp(x) =>"0_ fu(x),n=1,2,... Josraja-arvo lim S,(z) on olemassa jokai-

sella z € D, niin funktiosarjan > .-, fi(x) sanotaan suppenevan pisteittdin
joukossa D. Funktiota

S:D—R, S(z)= lim S,(z)

n—oo

sanotaan sarjan summafunktioksi joukossa D. Jos osasummien jono (S,,) sup-
. .. .. . o0

penee tasaisesti joukossa D, niin sarjan ) .-, fi(2) sanotaan suppenevan ta-

saisesti joukossa D.

Esityksessid S(z) = Y po, fu(z) = Su(z) + R, (x) olevaa summaa R, (z) =
> rens1 Jx(x) sanotaan sarjan S(x) jadnndstermiksi.

Huomautus 7.8. Koska |S(z) — S,.(z)| = | R, ()| kaikilla z € D, niin
sup [S(x) = Su(x)] = sup [ Ry (2)].
zeD €D

Siten jono (S,,) suppenee tasaisesti kohti summafunktiota S joukossa D, jos
ja vain jos jadnnostermien jono (R,,) suppenee tasaisesti kohti nollafunktiota
joukossa D.

Lause 7.9. Olkoot funktiot f,: D — R jatkuvia joukossa D kaikilla k € 7. .
Jos > 72 fe(x) suppenee tasaisesti joukossa D, niin summafunktio S(x) on
jatkuva joukossa D.

Todistus. Funktiot S, () = >";_, fu(z) ovat jatkuvia kaikillan = 1,2,..., ja
jono (S,) suppenee tasaisesti kohti summafunktiota S joukossa D. Lauseen

7.5 nojalla summafunktio S on jatkuva joukossa D. Ol
Lause 7.10 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, ettd funktioita fr.: D — R,
k=1,2,..., kohti on olemassa sellaiset reaaliluvut ap > 0, ettd

|fu(@)| < ap  kaikilla z € D.

oo o0

Jos lukusarja Y ay suppenee, niin funktiosarja Y fr(x) suppenee tasaisesti
k=1 k=1

jJoukossa D.
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Todistus. Koska |fi(x)| < ax kaikilla x € D, niin majoranttiperiaatteen no-
jalla sarja | fx(x)| suppenee kaikilla € D. Siten sarja . fx(x) suppenee,
k=1 k=1

koska se suI;penee itseisesti. Toisaalta, koska

S EDNCER N

k=n+1 k=n+1 k=n+1
kaikilla = € D, niin
o0
sup |R,(x)] < E ar — 0, kunn — oo,
z€eD kent1

silla Y777 .| ax on suppenevan sarjan jadnnostermi. Siten (R,,) suppenee ta-
saisesti kohti nollafunktiota, joten sarja >~ fi(z) suppenee tasaisesti jou-
kossa D. O

7.2 Jonon ja sarjan derivoiminen ja integroiminen

Téamén luvun alussa olleiden esimerkkien nojalla funktiojonon derivoinnin ja
integroinnin jérjestysté ei yleisesti saa vaihtaa rajankdynnin kanssa. Téssé
kappaleessa tarkastellaan niité lisdehtoja, joiden vallitessa tadmaé jarjestyksen
vaihtaminen on mahdollista.

Lause 7.11. Jos f,,: [a,b] — R,n =1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja jono
(fn) suppenee tasaisesti vililld [a, b] kohti rajafunktiota f, niin

/b( lim fn(x)> dzx = nh—>nolo bfn(x) dz

n—oo

Todistus. Lauseen 7.5 nojalla rajafunktio f on jatkuva vélilla [a, b]. Lauseen
5.15 nojalla jokaisella n € 7, funktiot f, f, ja f. — f ovat Riemann-
integroituvia vélilla [a, b]. Olkoon £ > 0. Koska jono (f,,) suppenee tasaisesti
vélilld [a, b], niin on olemassa sellainen n., ettd

sup | fu(z) — f(z)] < bi kaikilla 1 > n..
z€[a,b) —a

Siten jokaisella x € [a, b] on voimassa

Fule) = f@)] < 4=

—a

kaikilla n > n,.
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Nyt
b b b
| @ [ @] =| [ (Gute) = @) aa]
b
/|fn )|dx</ e
—(b—a)=¢,
kun n > n.. Siten le fn da:—/ f(z O

Lausetta 7.11 vastaava tulos patee myos sarjoille.

Lause 7.12. Jos f,: [a,b] — R, n = 1,2,..., ovat jatkuvia funktioita ja
sarja Y po fr(x) suppenee tasaisesti kohti summafunktiota S(x) vililld [a,b],
niin S on integroituva vililld [a, b] ja

/abij:fk(x) dz = i_o:/abfk(x) dz

Todistus. Olkoon S,(z) = > ;_, fr(x). Koska jono (S,) suppenee tasaisesti
kohti summafunktiota S(x) = >~ fi(x) vililld [a, b], niin lauseen 7.9 no-
jalla S on jatkuva vililld [a, b]. Lisdksi lauseen 5.15 nojalla S, S, ja fi ovat
Riemann-integroituvia vélilld [a, b]. Siten lauseen 7.11 nojalla

b b
/ lim S, (z)dzx = lim Sp(z)de = lim Z/ fr(z

=1
Esimerkki 7.13. Laske summa Z ok

1
Ratkaisu: Olkoon h(x) = 1= Z 2, kun |z| < 1. Olkoon liséiksi 3 < ¢ <

1. Kun z € [—¢, ¢, niin |z|* < c* kalkllla ke Z+ Sarja >y, c* suppenee,
joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja » ,- x* suppenee tasaisesti vililla
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[—c, ¢]; erityisesti vlilli [0, 3] C [—c, ¢]. Lauseen 7.12 nojalla

. 1
Siten 21 1ok =1n2.

Lause 7.14. Oletetaan, ettd jono (f,) jatkuvasti derivoituvia funktioita f,:
[a,b] — R suppenee pisteittiin kohti rajafunktiota f: [a,b] — R. Jos deri-
vaattajono (f]) suppenee tasaisesti vililli [a,b], niin f on derivoituva ja

f'(z) = lim f (x) kaikilla z € [a,b].

Todistus. Lauseen 7.5 nojalla rajafunktio g(z) = lim f)(z) on jatkuva ja
siten integroituva. Lauseesta 7.11 seuraa, etta

/x g(t)dt = /x lim f/(t)dt = T}ii?o zf;(t) dt

n—0o0

kaikilla € [a,b]. Analyysin peruslauseen osan II (lause 5.24) nojalla

‘[ﬁw&:nm—n@
kaikilla € [a,b] jan € Z+. Téstéd seuraa, etti
/ gty dt = - tim [ A0 = I (fu(x) = fula) = F(z) - f(a).
Analyysin peruslauseen osan I (lause 5.21) nojalla

() = g(z) kaikilla x € [a,b],

toisin sanoen
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Vastaavasti funktiosarjan derivoinnille on voimassa seuraava lause.

Lause 7.15. Oletetaan, etti funktiot fy: [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoi-
tuvia kaikilla k € 7 ja etti sarja’y -, fr(x) suppenee pisteittdin kohti sum-
mafunktiota S vililli [a,b]. Jos sarja Y e, fi(x) suppenee tasaisesti vdlilli
[a,b], niin summafunktio S on derivoituva ja

Oiv Z fr(x) = Z dicfk(x) kaikilla x € [a, b].
k=1 k=1

Todistus. Olkoon S,(z) = >",_, fu(z), jolloin S) (x) = >",_, fi(z). Oletus-
ten nojalla funktiot S, ovat jatkuvasti derivoituvia vélilld [a, b] ja jono (S,)
suppenee kohti summafunktiota S vélilla [a,b]. Lisdksi jono (S),) suppenee
tasaisesti valilld [a, b], joten lauseen 7.14 nojalla S on derivoituva ja

d d
— lim S, (z) = lim — = lim Z — fu(x

dx n—oo n—00 dx

Esimerkki 7.16. Osoita, etté

- 1
kak_l = VR kun |z| < 1.

Ratkaisu: Olkoot fi: |=1,1[ — R, fi(z) = 2%, k =1,2,... Tillsin

ka(x) = J;Zxk = —— kaikilla |2| < 1.
k=1 k=0

Valitaan sellainen 0 < ¢ < 1, ettd * € [—c,c]. Nyt fi(x) = ka*! ja

|fi(z)] < k. Koska W — ¢ < 1, kun k — oo, niin sarja i kckt

suppenee suhdetestin (seuraus 4.24) nojalla. Weierstrassin M—testirkl:rllojalla

sarja ;O: fi(z) = i kz*~1 suppenee tasaisesti vililli [—c, c]. Lauseen 7.15
=

k=1
perusteella

Z’f . defk ka Zﬂf
:(i:(lfa):(l—lx)?
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kaikilla z € [—¢,¢|. Kun |z| < 1 on annettu (kiinted) luku, voidaan valita

o0
sellainen ¢, ettii |z] < ¢ < 1, joten ylli oleva kaava > ka*~! =

pétee kaikilla |z| < 1.
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k=1

1

(1—x)?

8 Potenssisarjat

8.1 Potenssisarjan suppeneminen

Maiéaritelmé 8.1. Funktiosarjaa
Z ar(r — 20)*, z €R,
k=0

missé kertoimet a;, € R ja x¢ € R, kutsutaan potenssisarjaksi. Lukua zo € R
sanotaan kyseisen sarjan keskukseksi. Tissi asetetaan (v — 1) = 1 my®6s,
kun = = zg.

Huomautus 8.2. (1) Koska potenssisarjan osasummat ovat polynomeja,
potenssisarja voidaankin intuitiivisesti ajatella ”ddretonasteisena” poly-
nomina.

(2) Jos xp = 0, niin potenssisarja on
oo
k_ 2
E apx” = ag + arx + asx” 4 - - -
k=0

Usein tutkitaan vain téta tapausta, silld yleinen tapaus voidaan palauttaa
tahan.

(3) Potenssisarjan suppeneminen riippuu pisteestd x. Kun x = zg, niin po-
tenssisarja on
apg+0+0+4---,

joten jokainen potenssisarja suppenee ainakin yhdesséd pisteessa.

Lause 8.3 (Abelin lause). Jos potenssisarja

oo
Z ag(r — xo)k
k=0

suppenee pisteessi T = x1 # Tg, Niin se suppenee itseisesti jokaisessa pis-
teessi x € R, jolle
|z — o] < |1 — T0).

Erityisesti sarja suppenee ndissd pisteissi x.
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Todistus. Koska >~ ax(x; — x0)* suppenee, niin lemman 4.3 nojalla
k=0

lim ay(x; — 20)" = 0.
k—o0

Lemman 2.5 nojalla on olemassa sellainen M € R, etta

M

— ) <M = <
|ak(z1 — 20)"| < |ar] < 21 — 2o|F

kaikilla £ =0,1,2,...

Olkoon x € R sellainen piste, etti |x — x| < |21 — 20| Silloin

— k
|z — ol = M('x ol )

k
ap\Tr — X <
| k( 0) ’ ’IL‘l—l’o|

|21 —
kaikilla k£ = 0,1, 2, ... Koska ’]x — $O|| < 1, niin geometrinen sarja
Tr1 — Xo
S
i o — ol
o0
suppenee ja majoranttiperiaatteen (lause 4.18) nojalla >~ |ax(x — x0)*| sup-
k=0
penee. ]

Seuraus 8.4. Jos potenssisarja

o0
Z ap(r — xo)k
k=0

el suppene itseisesti pisteessi x = x1, nitn se hajaantuu jokaisessa pisteessd
x € R, jolle
|z — xo| > |21 — 20

Todistus. Tehd&n vastaoletus: > ,-, ax(z —x0)* suppenee pisteessi z, missi

|z —x0| > |21 —a0|. Silloin Abelin lauseen nojalla Y. ax (1 — )" suppenee
itseisesti, miké on ristiriita. ]

Maiéritelméa 8.5. Potenssisarjan

o0
Z ag(r — xo)k
k=0
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suppenemissateeks: sanotaan lukua

R= Sup{|x — Zo| ’ Zak(x — 20)" suppenee}.
k=0

Tassé kiytetdan tulkintaa, ettd supremum on oo, jos joukko ei ole ylhadlta
rajoitettu. Jos R > 0, niin valid |xg — R, z¢ + R| sanotaan sarjan suppene-
misvdiliksi.

Seuraava lause osoittaa, ettd suppenemissidteen madritelmé on jarkevi.

Lause 8.6. Olkoon R sarjan

oo
Z ar(xr — xo)k
k=0

suppenemissdde.

(i) Jos R =0, niin sarja suppenee vain, kun x = x.
(i1) Jos R = oo, niin sarja suppenee itseisesti kaikilla x € R.
(111) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee itseisesti, kun |v — x| < R ja
hajaantuu, kun |x — xo| > R.

Todistus. (i) Tehdddn vastaoletus: sarja suppenee pisteessé x; # xg. Silloin

oo
R= sup{\x — Zo| ‘ Zak(x — x0)" suppenee} > |z — o] > 0,
k=0

miké on ristiriita.
(ii) Olkoon z € R. Koska R = oo, niin joukko
o0
A= {y eR ‘ Zak(y — x0)" suppenee}
k=0
ei ole rajoitettu. Téten on olemassa sellainen z; € A, ettéd |x — x¢| <

o0
|z1 — x0|. Koska z; € A, niin > ag(x; — z0)* suppenee, joten Abelin
k=0

o0
Z ag(z — J;O)k
k=0

lauseen nojalla

suppenee itseisesti.
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(ili) Jos |[x—xo| < R, niin luvun R mééritelmén nojalla on olemassa sellainen
o0

z1 € R, etti |z — 20| < |71 — 20| < Rja Y ag(zy — x0)* suppenee.
Abelin lauseen nojalla N =
Z ap(x — x0)"
k=0
suppenee itseisesti.
Jos |z — xo| > R, niin luvun R mééritelmén nojalla i ap(z — x0)*
hajaantuu. =
]
Huomautus 8.7. Kun |z — xy| = R, niin sarja voi supeta tai hajaantua.

Taméa vaatii aina tapauskohtaisen tarkastelun, minké nojalla potenssisarjan
suppenemisalue on jokin vileistd [—R, R|, |—R, R[, [~ R, R[ tai |—R, R).

Suppenemisside voidaan usein laskea helposti suhdetestin (lause 4.23 ja seu-
raus 4.24) tai juuritestin (lause 4.26 ja seuraus 4.27) avulla, kuten seuraava
lause osoittaa.

Lause 8.8. Oletetaan, ettd a, # 0 kaikilla k = 0,1,2,... Jos jompikumpi
raja-arvoista

Qg

Qg1

lim =R e RU {00}, lim

k—oo F |ak‘ k—o0

=Re RU{oo}
on olemassa, niin tamd raja-arvo on potenssisarjan
o0
k
g ag(x — x9)
k=0
suppenemissdde.

Todistus. Tarkastellaan ensin juuren raja-arvoa. Oletusten nojalla

|z—xzo]

| | 7 0<R<oo,
. R
kh_glo Vaw(z — zo)k| = 13520 fo =140, R = o0,
k
lak| 00, R=0, x # xo.
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Jos 0 < R < oo, niin juuritestin (seuraus 4.27) nojalla sarja

oo

> lan(z — )"

k=0
suppenee, kun %\x — 9| < 1, ja hajaantuu, kun %\x — x| > 1.
Téten sarja suppenee itseisesti, kun | — 29| < R. Jos |x — x¢| > R, niin
R < |z1 — xo| < |z — o] jollakin z; € R. Ylldolevan mukaan sarja ei suppene

itseisesti pisteesséd x1, joten seurauksen 8.4 nojalla se hajaantuu pisteessé z.
Sarja siis hajaantuu kaikilla |x — 2| > R. Suppenemissidde on néin ollen R.

Olkoon R = oo ja x € R. Talldin on olemassa sellainen ky, etté

, 1
Vaw(z — z0)¥| < 5 Kaikilla k> ko,

joten sarja suppenee itseisesti juuritestin (lause 4.26) nojalla, ja suppene-
missdde on oo.

Olkoon R =0 ja z # xo. Talloin on olemassa sellainen kg, etté

Vlag(z — z0)*¥] > 1 kaikilla k > k.

Lauseen 4.26 nojalla sarja

o0
Z ag(x — xo)k
k=0

ei suppene itseisesti, ja seurauksen 8.4 nojalla suppenemissidde on 0.

Osaméérille pétee vastaavasti

|z—zo]|

0<R<o0
(g (T — @) Ll =@l " |
lim | = lim ———= = 40, R = oo,
k—o0 ak(xffﬂo) k=00 ‘m‘ 0 R=0,z+# xg
y ’ ’

Todistuksen loppuosa menee vastaavasti kuin juuren tapauksessa, nyt vain
sovelletaan suhdetestié (lause 4.23 ja seuraus 4.24). O

Huomautus 8.9. Lauseen 8.8 raja-arvot eivét aina ole olemassa, mutta
yleisesti suppenemisside voidaan méaéritella asettamalla

1
R=————-=¢€/0,00] (Cauchy-Hadamard).
lim sup \7@ | b Y )

k—o0

Tama on aina olemassal
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8.2 Potenssisarjan summafunktion ominaisuuksia

Olkoon R > 0 potenssisarjan

o0
Z ap(r — xo)k
k=0

suppenemisside. Téssé luvussa tarkastellaan potenssisarjan summafunktion
f:lezo—R,zo+R[ =R, fl(x)= Zak(z — x0)*
k=0

ominaisuuksia.
Lause 8.10. Potenssisarja Y p o ax(x — xo)" suppenee tasaisesti jokaisella
valilld [xg — r,xo + 1], missi 0 < r < R. Sarjan mdadrittelemd funktio f on
jatkuwva vililli |xg — R, o + R].
Todistus. Jos x € [xg — 1,20 + 7], niin

Ja(z = 20)*| = |axllw — zo|* < |axlr*.

Koska xg+7r € |xg — R, o + R[, niin sarja suppenee itseisesti, kun x = xo+r.
Tallsin ay(z — x0)* = apr*, joten

e
D lailr*
k=0

o0

suppenee. Weierstrassin M-testin (lause 7.10) nojalla sarja > a(z—1x¢)* sup-
k=0

penee tasaisesti valilli [z — r, o +r]. Funktion f jatkuvuus seuraa lauseesta

7.9. L]

Kun potenssisarja derivoidaan termeittédin, saadaan potenssisarja

Z kag(z — x0)" 1.
k=1

Tutkitaan seuraavaksi tdmén sarjan ominaisuuksia.

Lause 8.11. Termeittdin derivoidun sarjan suppenemisside on sama kuin
alkuperdisen sarjan.
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Todistus. Olkoon R alkuperiisen sarjan suppenemisside ja R’ termeittdin
derivoidun sarjan suppenemisséde.

Osoitetaan ensin, ettd R < R. Jos R’ = 0, niin véiite on selvi. Oletetaan,
ettd R' > 0. Jos x1 € |xg — R/, 2o + R'[, niin

> Jkag (a1 — x0)* |
k=1

suppenee. Koska

|ar (21 — 20)"| < klag(z1 — 20)*| = |21 — mo|[kay(z1 — z0)* !

kaikilla k£ = 1,2, ..., niin majoranttiperiaatteen nojalla myos

oo
Z |ay(z1 — mom
k=0

suppenee. Siten sarja suppenee itseisesti kaikilla x; € Jzg — R', g + R'[, joten
R>R.

Osoitetaan vield, ettd R < R'. Jos R = 0, niin viite on selvi. Oletetaan
siis, ettd R > 0. Jos x1 € |xg — R, xo + R], niin valitaan sellainen r, etta
|z1 — x| < r < R. Sarja suppenee, pisteessi © = xo + r, joten

5
k=0
suppenee. Siten on olemassa sellainen M, etté
lag|r® < M kaikilla k = 0,1,2,. ..
Talloin
M (|l‘1 — .fo‘

|ka () — x0)" 7 < —k

k—1
) Kaikilla k = 1,2, ...
.

r
Sarja
i — k-1
>or(t)
,
k=1

k—1

suppenee, silld sarjan > >, kz suppenemissidde on 1 (ks. lause 8.8 tai

esimerkki 7.16) ja @ < 1. Majoranttiperiaatteen nojalla myos

> [kag(zy — z0)* |
k=1
suppenee kaikilla x; € |xg — R, zo + R], joten R’ > R. OJ
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Jos potenssisarja integroidaan termeittéin, niin saadaan potenssisarja
= a a
k k—1

k=0 1

o0
(x — xo)k,
k=

silla

x x (t _ Io)k+1 ag .
t—axo)Fdt = = — )"t
/IO ax(t = o) a’“/xo k1 1@ )

Kun integroitu sarja derivoidaan termeittiin, niin saadaan alkuperéinen sar-
ja, joten lauseen 8.11 nojalla integroidun sarjan suppenemissdde on sama
kuin alkuperéaisen.

Lause 8.12. Jos
frleo—Rxo+ R[— R, f(z)= Zak(ﬂﬂ — x)",
k=0

missd R > 0 on potenssisarjan suppenemissdide, niin funktio f on derivoituva
vililli |xg — R, xo + R[ ja se voidaan deriwoida termeittdin eli

f(z) = Z kag(z — 2)" 1.

Lisdksi se voidaan integroida termeittdin eli

F()dt = i k‘:’j (i — )",

Kaikilla ndilld potenssisarjoilla on sama suppenemisside R.

Todistus. Suppenemisséiteitd koskevat viitteet seuraavat lauseesta 8.11 ja
vaitettd edeltdvastd huomiosta.

Olkoon summia koskevia véitteitd varten = € |zg — R, ¢ + R[. Valitaan sel-
lainen r, ettd |x — z9|] < r < R. Lauseen 8.10 nojalla sarjat suppenevat
tasaisesti valilld [zg — r, xo + 7]. Ensimmaéinen véite seuraa lauseesta 7.15 ja
toinen lauseesta 7.12. ]

Huomautus 8.13. Edellisen lauseen nojalla potenssisarjoja voidaan siis de-
rivoida ja integroida kuten polynomeja.
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Seuraus 8.14. Lauseen 8.12 tilanteessa funktio f on mielivaltaisen monta
kertaa jatkuvasti derivoituva vdlilld Jxo — R, xo + R ja

O (x0) = Klag, k=1,2,...
Todistus. Lauseen 8.12 nojalla

f'(z) = Z kap(x — 20)"'  kaikilla |z — 20| < R,
k=1

(@) =Y k(k—1)ag(z —20)*? kaikilla |2 — 20| < R.

k=2

Induktiolla saadaan, etté kaikilla n € Z, pétee
fOUx) = k(k=1) - (k= n+ Dap(z — z9)" ",
k=n

kun |z — xo| < R. Sijoittamalla z = z, saadaan

™ (zo) =n(n—1)---la, = nla,.

Seuraus 8.15. Jos potenssisarjat
f(z) = Z ap(z — ﬂfo)k ja g(x) = Z bp(x — xo)k
k=0 k=0

suppenevat ja esittivit samaa funktiota jossain pisteen xo ympdaristdssa, niin
ay = by kaikilla k =0,1,2,...

Todistus. Oletusten mukaan on olemassa sellainen r > 0, ettd f(z) = g(x),
kun = € |xg — r,z9 + r[. Télloin f'(z) = ¢'(x) kaikilla x € Jzg — 7,20 + 7[ ja
erityisesti f'(xo) = ¢'(xo). Vastaavasti ndhdaédn, ettd f”(z) = ¢"(x) kaikilla
x € |lrg — 1,10 + 1] ja erityisesti f’(zg) = ¢”(x0). Induktiolla ndhdéén, ettd
F®)(z0) = g (20) kaikilla k = 0,1,2,... ja siten

(k) (k)
=1 k(f‘)) _9 k(fc‘)) — by kaikilla k=0,1,2, ...
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o0

Edellisen lauseen nojalla potenssisarja f(z) = > ap(z — zo)* voidaan (sup-
k=0

pemisvililladn) esittdd muodossa

) (g .
£y =3 T

k
Téatéa esitystd kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteessd xg.

Esimerkki 8.16. Olkoon f(z) kun z € | — 1, 1[. Laske f190(0).

- 1+ 22’

Ratkaisu: Geometrisen sarjan summakaavan nojalla (suhdelukuna —z?)

fle) =) (=a?)F = (=1)F
k=0 k=0
=1-—a? 42t — (DR

Funktion f 100. derivaatta pisteessi 0 on f(1%9(0) = 100!a;99 = 100!(—1)>° =
100!

Huomaa: Funktio f on mééritelty koko reaaliakselilla, mutta sarjaesitys pétee
vain vililla |—1, 1[. Funktiolla f ei voi olla potenssisarjaesitysti koko reaa-
liakselilla, silld sen pitéisi olla sama sarja vélilld |—1, 1] ja seurauksen 8.15 ja
ylldolevan nojalla sarjan pitéisi olla >, ,(—2?)* koko reaaliakselilla. Taémé
on mahdotonta, silld sarja hajaantuu, kun |z| > 1.

1

Esimerkki 8.17. Olkoon f: |-1,1[ = R, f(z) = 12 Geometrisen sarjan
-

summakaavan nojalla (suhdelukuna x)

flx) =) a",

joten lauseen 8.12 mukaan kaikilla |z| < 1 pétee

- o, d1y 1
;kxk _f(x)_da:<1—:c)_(l—a:)2’

= k=2 _ rn o d 1 . 2
D (k=1 _f(x)_dx<(1—x)2>_(1—x)37

k=2

- k—3 " d 2 6
gk(k—l)(k—Q)x —f(x)—(m(( )—(

p 1—x)3 1—x)*
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Induktiolla ndhd&édn, etté yleisesti

i (k Z!”)!mk = ik(k— Do (k—nt Dok = — "

— (1 _ $)n+1'

Jos annettu funktio f on ddrettomén monta kertaa derivoituva jossakin pis-
teen xg ympéristossd, niin voidaan muodostaa sarja

£ (g

k=0

ja tutkia, milloin sarja (3) suppenee ja, jos sarja (3) suppenee, niin onko

fw) = 3 B (e — o)t

k=0

Taylorin lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta. Sité ei todis-
teta télld kurssilla.

Lemma 8.18 (Integraalilaskennan véliarvolause). Jos funktio f: [a,b] — R
on jatkuva ja funktio g: [a,b] — R on Riemann-integroituva seki g(x) > 0
kaikilla © € [a,b] (tai g(x) < 0 kaikilla x € [a,b]), niin on olemassa sellainen
¢ €la,b], ettd

[ rwwar= 5 [ owyar

Lause 8.19 (Taylorin lause). Jos f on (vihintdiin) n + 1 kertaa jatkuvasti
derivoituva vililli |xo — R, xo + R[, R > 0, niin

_ M)

/(@) 0 (= )t + Rufe),
missd (1)
Fnli) Jznﬂ()i)(x 7)™

ja ¢ € |xg, x| (tai ¢ € |z, x0]).

Todistus. Osoitetaan ensin induktiolla luvun n suhteen, etta funktion f esitys
pétee jaannostermilla

Ra(o) = [ " @) — oy dt. (4)

n! S
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Kun n = 0, niin analyysin peruslauseen osan II (lause 5.24) nojalla

f(x) = f(xo) + /x f'(t) dt.

Oletetaan sitten, ettd (4) patee jollakin n € Z., . Osittaisintegroimalla (lause
5.27) saadaan

Rula) = / C D () — b e

- Ti'(/x[)m _f(n—H)(t) (x — t)n+1 + n—li- 1 /x: f("+2) <t> ('T - t)”+1 dt)
1

n+1

— mf(nﬂ)(xo)(w — 20)"" + Rpya ().

Téten (4) pétee kaikilla n € Z.

Oletetaan, ettd x > x. Silloin integraalilaskennan véliarvolauseen nojalla on
olemassa sellainen ¢ € |zg, [, ettd

| e —arae =10 [ @ or

Zo

(CL‘ _ xo)n+1

=[O

Tapaus x < xg saadaan vastaavasti. ]

1

Esimerkki 8.20. Olkoon f: |—1,1[— R, f(z) = 1—= Geometrisen sarjan
-z

summakaavan nojalla (suhdelukuna x)

"t

fla)y=> "+ = Sul) + Ru(2),
k=0

missa
anrl

Sp(@)=1+z+2>+ - +2" ja R,(z)=

1—a
Jos |z| < 1, niin R,(x) — 0, kun n — oco. Jos || > 1, niin R, (z) el suppene
kohti lukua nolla, kun n — oo.

Seuraus 8.21. Jos funktio f on ddrettomdn monta kertaa derivoituva vililld
|zo — R, zo + R|, niin silli on potenssisarjaesitys tilld vililld, jos ja vain jos

lim R,(x) =0 kaikilla x € |zg — R, z0 + R|.

n—oo
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Todistus. ”<=": Jos lim R, (z) = 0, niin lauseen 8.19 nojalla

n—oo

)z, .
1) = 3 T gy

7=": Jos .
f@) =" an(z —x)",
k=0

niin seurauksen 8.14 nojalla

Esimerkki 8.22. Kaikkia mielivaltaisen monta kertaa derivoituvia funktioi-
ta ei kuitenkaan voida esittdd potenssisarjana.

Osoitetaan, ettéd funktiota

e*%, x>0,
0, xz <0.

ﬂRHRsz{

ei voida esittdd potenssisarjana keskuksen xy = 0 ympéristossa. Jos x < 0,
niin f’(z) = 0. Jos > 0, niin

Pisteessé x = 0 toispuoleisille derivaatoille pétee

fz) = f(0) 0

lim = lim — =0
z—0— rz—0 z—0— I
ja
— f(0 1 t
lim M = lim e+ = lim — = 0,
r—0+ x—0 z—0+ 1 t—o00 et
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joten

flx) = f(0) .. flz)
! _ —_
=m0 ~m>% =°
Vastaavasti @) — f1(0) ()
PR T) — . T
7(0) 310—>0 -0 _glgl—>0 x =9
/
silli tim 2% 0 a
x—0— X
/ -1 3
lim 2 i € — i =0,
x—0+ €x x—0+ 1‘3 t—o0 et

Induktiolla voidaan osoittaa, ettd f(™(0) = 0 kaikilla n = 1,2,... Jos nyt
olisi f(z) = > poyarz”, niin

1
ap = Hf“f)(o) =0 kaikilla k=0,1,...

Télloin olisi f(x) = 0 jossakin pisteen 0 ympéristosséd, miké on ristiriita.

Funktiota, joka voidaan esittdéd potenssisarjana jokaisen pisteen ympéaristos-
sé, sanotaan analyyttiseksi. Edellisen esimerkin funktio ei ole analyyttinen,
mutta esimerkiksi funktiot e®, sinx ja cosx ovat analyyttisié.

LOPPU
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