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Olkoon N normiavaruus. Pisteet aq,as € N yhdistavé jana méaaritellaan

[al,aQ] = {ta1 + (1 — t)a2 } te [0, 1]}
Joukko A C N on konveksi jos [a;,as] C A kaikilla a;,ay € A. Osoita, ettd suljettu
yksikkopallo on konveksi.

VASTAUS RUNKO: Olkoon B yksikkopallo. Jos z,y € B ja z € [z,y] niin ||z|| =
Itz + (1 —t)y|| < t||z| + (1 —1)]|y|| <1, jollain ¢. Siis z € B.

Osoita, ettéd jos f: R — R on jatkuva, muttei integroituva, niin ei valttamatta 16ydy
sellaista & > 0, etté [, |f] < 1 aina kun A on mitallinen joukko jolle m4(A) < 4.

VASTAUS RUNKO: Tarkastellaan funktiota f(z) = x.

Tutkitaan avaruutta M = (R™, d;), missd d; : R" x R" — [0, 00) méaritellddn

n

di(z,y) = Z E

i=1
missé, edelleen, z; on pisteen z koordinaatti numero i. Milloin M on
(a) metrinen avaruus?

(b

c

(d

) normiavaruus?
(c) sisdtuloavaruus?
) Banach avaruus?
(e) Hilbert avaruus?
VASTAUS RUNKO: Jos n = 1, niin M on Hilbertin avaruus, joten myds muut

kohdat pétevét. Jos n > 2, ei M ole sisdtulo avaruus (eikd myoskaan Hilbert) (tdmé
todistetaan kuten yksi harjoitustehtavi), mutta kuitenkin Banach.

Tarkastellaan funktioita fi: (0,1) — [0, 00) jotka médritellaan
fr(@) = +2° + K zx(0,1/8)-
Laske
lim fr ja / lim f;.
(0,1) (0

k—o0 1) k—o0

VASTAUS RUNKO:

1 1 1 1
fk:_/ l’2+/€2/ r=—+=— -
(0,1) k (0,1) (0,1/k) 3k 2 2

Toisaalta fr — 0 kaikkialla, joten tehtdvéan toinen integraali on nolla.

Olkoon f, fi: [0,1] — R mitallisia funktioita. Sanotaan, ettd f, — f mitan mielessd
jos jokaisella € > 0 on olemassa N > 0 siten, ettd

mi({z € [0,1] : [ fu(w) — f(2)] > €}) <e
kaikilla & > N. Osoita, ettd jos fry — f melkein kaikialla joukossa [0, 1], niin fz — f
mitan mielessa.
VASTAUS RUNKO: Viiteen voi todistaa Egoroffin lauseen avulla.



