Analyysi III, keviat 2006: Valikoe, 13-15.3

Vastaukset palautetaan kirjallisina 15.3 klo 14:15 mennessa Peterille tai Tomille.

Vilikokeet pisteméaré, maks. 20 pistettd, saadaan laskemalla yhteen nelja parasta tehtavipis-
temadrad. Huomaa, ettd eri tehtdvistd voi saada eri madran pisteitd, jotka on ilmoitettu
tehtdvanumeron perassa.

Koetulokset tulevat kurssinkotisivulle nimelld tai nimimerkilld varustettuna — mikili et
halua tulostasi julki, niin kirjoita timé& nimesi viereen.

Tehtavit:
1. (3 p) Madritelladn joukko H := {f: [-1,1] = C: f on jatkuva}. Osoita, etti

(flg) - / f(2)9(@)|z| da

on sisatulo joukossa H.
2. (3 p) Olkoon p: [0,1] — (0,00) jatkuva funktio. Maaritelld&n

d(z,y) == d(y,z) = / " o) dz,

kun 0 <z <y < 1. Osoita, ettd d on metriikka vélilld [0, 1].

3. (5 p) Olkoon d metriikka avaruudessa X, ja olkoon A C X. Todista, ettd jos © € X \ A,
niin on olemassa sellainen a € A, ettd d(z, A) = d(zx, a).

4. (5 p) Tutkitaan taas tehtidvin 1 joukkoa, H := {f: [-1,1] — C: f on jatkuva}. Méaéritel-
la4n normi tassé joukossa kaavalla

I11= (| sl i) "

kun 1 <p < oco. Osoita, ettd (H, || - ||,) EI ole tdydellinen.

5. (7 p) Frechet-Rieszin lauseessa osoitettiin, ettd (5 = (5 (tarkemmin sanottuna, duaali on
isomorfinen avaruuden ¢ kanssa). Osoita, ettd samassa mielessd pétee (7 = (o
Téssd ¢, merkkaa avaruutta

= {(@)2s : 2 € B2, < oo},

missi puolestaan normi méaéritellain seuraavasti:

00 1/
()]l == {(Zi:l ;7)) kun 1 < p < oo,

sup; |z, kun p = 0.

Yleisohjeet (uudestaan):

e Tehtévien ratkaisemisessa saa kiyttdd apuna kirjallista materiaalia, tietokoneita, ja
muita ithmisid. Erityisesti siis ongelmia voi ratkoa ryhmissa.

e Kuitenkin jokainen palauttaa tavalliseen tapaan oman, itse kirjoittamansa ratkaisun.
Keskeista on, ettd kaikki ymmaértavit kirjoittamansa ratkaisut, eiké vaan kopioi niité.

e Viimeksi mainittua ymmaértdmistd tarkastetaan pyytdmalla (satunnaisesti valittua)
osaa vastaajista selittiméadn tiettya ratkaisuaan erikseen sovittuun aikaan.

e Vilikokeen aikainen tunti, ti 14.3, ei ole luentoa vaan tavallisessa salissa on "lasku-
paja" jossa voi tyoskennelld ryhmisséd ja kysyd neuvoa.



