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Luku 1

Johdanto

1.1 Historiaa

1.1.1 Informaatioteorian synty

Nykymuotoisen informaatioteorian perustaja on Claude Shannon (1916 -
2001). Shannon oli Yhdysvaltalainen matemaatikko, sdhkoinsingori ja kek-
sijd. Shannonin informaatioteorian perusteita késitteleva raportti ”A Mathe-
matical Theory of Communication” ilmestyi vuonna 1948 Bell Systems Tech-
nical Journalissa. Tdmé&n raportin tuloksiin perustuva Shannonin ja Warren
Weaverin kirja ilmestyi vuonna 1949 ja siitd on saatavissa vuonna 1998 jul-

kaistu uusintapainos [6].

Shannonia pidetddn ns. digitaalisen vallankumuoksen aloittajana. Shannon
ymmarsi, ettd kaikkea informaatiota voidaan kommunikoida bitteiné ja hén
johti tiedonsiirron tehokkuuden rajat. Shannonin lapimurtotyo kdynnisti my-
0s koodausteorian kehittelyn. Tehokkaat koodausmenetelmét ovat nykyisin

keskeisen téarkeitd mm. mobiililaitteissa, CD- ja DVD-soittmimissa, erilaisissa



Kuva 1.1: Claude Elwood Shannon (1916 - 2001).

muistilaitteissa, internetin toiminnassa jne.

Informaation olemusta oli ennen Shannonia tutkittu myos tilastollisen fysii-
kan piirissd (mm. Ludwig Boltzmann ja John von Neumann). Leo Szilard
lanseerasi "bitin” késitteen informaation mittauksessa. Termi ”bit” tosin on

peréisin matemaatikko John Tukeyltd (mm. Tukeyn lemma, Explorative Da-

ta Analysis (EDA),...).

Shannonin tutkimussaralla oli edeltdjid myos itse Bellin tutkimuslaborato-
riossa, mm. Harry Nyquist ja Ralph (Vynton Leon) Hartley. Bellin tutki-
muslaboratoriot ovat informaatioteorian lisiksi monen keskeisen keksinnoén
koti: laboratorioilla lasketaan olevan yli 26 000 patenttia ja 40 000 keksin-
t04 mm. stereofoninen #éini, dénielokuva, telefax, UNIX kéyttojarjestelmé,
sellaiset ohjelmointikielet kuin C ja C++ jne. Puhelimen keksijin Abraham
Bellin mukaan nimetty tutkimuslaboratorio perustettiin vuonna 1925 ja ny-

kyaan Bellin laboratorioissa tyoskentelee yli 9000 henkildd useissa maissa.



Laboratorion tyontekijoiden joukossa on ollut mm. 11 nobelistia. Shannon it-
se toimi 15 vuotta Bellilld. Vuonna 1956 hénesté tuli MIT:n (Massachusetts
Institute of Technology) professori. MIT oli ensimméisié yliopistoja, jossa

informaatioteoriaa alettiin sddnnollisesti opettaa.

Toisen maailmansodan aikaisilla sotaponnisteluilla oli tarked merkitys in-
formaatioteorian ja sen sovellusten siivittdjana. Sotilastutkimusta tukemaan
koottiin poikkitieteellinen ryhmé eri alojen huippututkijoita ratkomaan in-
formaatioon ja sen késittelyyn liittyvia peruskysymyksia (koneet, biologia).
Téahan ryhmééan kuuluivat mm. Claude Shannon, Norbert Wiener, Warren
McCulloch, Walter Pitts, Alan Turing ja John von Neumann. Myos elektro-
niikan ja viestintdtekniikan voimakas kehitys sodan aikana ja luotettavan ja
turvallisen kommunikaation tarve suuntasi kiinnostusta informaatioteoreet-

tisiin kysymyksiin.

1.1.2 Informaatioteorian vaiheita vuodesta 1948

Shannonin informaatioteorian lapimurtojulkaisua (1948) seurasi Norbert Wie-
nerin esittdmaé teoria vuonna 1949. Seuraavaa vuosikymmenté luonnehti voi-

makas kiinnostuksen kasvu informaatioteoriaa kohtaan:

e Jirjestettiin lukuisia yliopistoseminaareja, kursseja ja konferensseja.

e IRE (Institute of Radio Engineers) ryhtyi julkaisemaan IRE Transac-
tions on Information Theory lehted vuonna 1955. Vuonna 1963 IRE:sté
tuli tunnettu ja monella tutkimusalueella nykyisin toimiva IEEE (Ins-

titute of Electrical and Electronics Engineers).

e Informaatioteorian keskeiseksi yhteistyoverkostoksi perustettiin PGIT
(Professional Group on Information Theory), joka toimi alan térkeéna

koordinoivana sisépiiriné.



e Keskeisid nimiéd olivat mm. Peter Elias, Norbert Wiener, Robert Fa-
no, David Huffman, Richard Hamming ja Edgar Gilbert (kummatkin

virheitd korjaavien koodien uranuurtajia).

e Matemaattista informaatioteoriaa edustivat Aleksandr Khintsin, Amiel
Feinstein ja Jacob Wolfowitz (mm. IMF:n pddjohtajana jonkin aikaa

toimineen Paul Wolfowitzin isd).

Kuten usein kiy voimakkaasti kehittyvien alojen kohdalla, niin myos in-
formaatioteorian suosion rajahdysméinen kasvu johti "ylikuumenemiseen” ja
"hypeen”. Vuoden 1952 informaatioteorian konferenssissa melkein puolet pa-
pereista olivat psykologiaa ja neurofysiologiaa ja vuoden 1956 konferenssissa
edustettuina olevien alojen kirjo oli sitten jo todella suuri: anatomia, ant-
ropologia,. .., lingvistiikka, matematiikka,. .., politiikan teoria, tilastotiede.
Syyné informaatioteorian ideoiden ylikdytt6on mité erilaisimmilla aloilla oli
usein se, ettd “informaatioteorian” esiintyminen maéérdrahahakemuksissa ar-
veltiin (ilmeisesti osittain perustellusti) lisddvén hankkeen uskottavuutta ja
siten rahoitusmahdollisuuksia. Téssad tilanteessa PGIT katsoi valttaméatto-
méksi informaatioteorian "puhdistamisen” erilaisista lieveilmioistd. Tamén
operaation kdynnisti Shannonin itsensé laatima kirjoitus vuonna 1956 ja jér-

jestyksen katsotaan palanneen vuoteen 1958 mennessé.

1950-luvulla elettiin intensiivistd kylmén sodan aikaa ja rahoitusta informaa-
tioteorian tutkimukseen saatiin erityisesti Yhdysvaltojen asevoimilta. Kolme

padtutkimussuuntaa télloin olivat

e Hajaspektriteknologia. 1980-luvun puoleen véiliin asti tdmé& tutkimus
oli sotilaallista ja siten salaista. Nykyinen CDMA-tekniikka on saanut

alkunsa tasta tutkimuksesta.

e Kompressio, informaation pakkaaminen. Taéma oli itseasiassa tutkimuk-
sen alkuvuosein pédasiallinen kiinnostuksen kohde kun tiedon suirtoa ei

vield pidetty niin keskeisend ongelmana.
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e Koodaus tiedon siirtoa varten hairioisessd kanavassa. Shannonin lause
kertoi talloin mihin tehokkuuteen tiedon siirrossa teoriassa voidaan

paasta.

Koodausta tiedon siirrossa ei aluksi pidetty kiinnostavana, koska voitiin aja-
tella aina lisdttavan ldhetystehoa héirividen voittamiseksi. Tilanteen muutti
Neuvostoliiton Sputnik vuonna 1957: Yhdysvaltojen ja Neuvostoliiton kilpa-
juoksu avaruuteen alkoi. Lahetystehoa oli kallista tai jopa mahdotonta lisé-
td avaruudessa, koska jokainen avaruuten ldhettdva gramma maksoi todella
paljon. Tehokkaasta koodauksesta oli saatavissa ratkaisevaa kustannushyo-
tyd ja Shannonin Gaussin kanavan malli sopi hienosti kuvaamaan satelliitin
ja maa-aseman valistd viestintdd. 1960-luvulla kiinnostus koodaukseen kas-
voi nopeasti. Talta ajalta voidaan mainita esimerkiksi Irving Reed ja Gusta-
ve Solomon. Koodausta kéytettiin ensimmaéistd kertaa virallisesti 1969 Yh-
dysvaltain Mariner VI Mars-luotaimessa. Se ldhetti mm. véarikuvia Marsin
kiertoradalta. Viestinnédssa kéytettiin jo 1954 kehitettyé, virheitd korjaavaa
Reed-Miiller koodia. Tosin koodausta epévirallisesti kdytti avaruudessa itsea-
siassa ensimméisend vuonna 1968 Pioneer IX, Yhdysvaltain aurinkoa kiertéava

fysikaalisia perusmittauksia tekeva satelliitti.

1960-luvun lopussa kasvoi kuitenkin epdvarmuus koodausmenetelmien kehit-
telyn kdytdnnon merkityksestd. Algoritmit olivat kalliita implementoida ja
vain avaruustutkimuksella oli siihen varaa. Informaatioteorian tutkimusryh-
mét alkoivatkin hajota tutkijoiden siirtyessd muihin lupaavimpiin projek-
teihin. Floridan St. Petersburgissa vuonna 1971 pidetty "Future Directions”
konferenssi pédtyi hyvin pessimistisiin tunnelmiin koodausteorian tulevai-
suuden suhteen. Vallalle oli noussut tunne siité, ettéd oli parempi itse asiassa
lybdé niin sanotusti hanskat naulaan. Siind misséd Sputnik oli aikaisemmin
muuttanut kaiken, saman teki kuitenkin kertaheitolla Intelin ensimmaéinen
mikroprosessori vuonna 1971. Nyt uusi halvempi ja tehokkaampi teknologia

mahdollisti uusien ja parhaimpien koodausalgoritmien kdyton. Kuvaan tuli-



vat mukaan myos kaupalliset, ei-sotilaalliset ja avaruustekniikkaan suoraan

liittymattoméat sovellukset, modeemi ja telefax ensimmaéisten joukossa.

Tané paivind kehittyva teknologia on informaatioteorian kehitystéd ja hyo-
dyntamista yllapitdva voima. Esimerkiksi Gallagerin 1960 viitoskirjassaan
esittdmé koodi (low-density parity-check codes) on tullut vasta nyt kéyt-
toon! Jatkuvia uusia haasteita ja sovellusmahdollisuuksia tarjoavat mobii-
li tiedonsiirto, erilaiset muistitekniikat (RAM, kiintolevyt), CD-, DVD-, ja

MP3-soittimet, tietokoneverkot, internet jne.

Miké sitten on ollut Shannonin teorian merkitys koodausteknologian kehi-
tykselle? Voidaan sanoa, ettd se méaritti tiedonsiirron tehokkuudelle rajat,
joita ei voinut ylittdd. Kun rajat olivat tiedossa, syntyi motivaatio pyrkia
niitd kohti ja joka vaiheessa tiedettiin kuinka paljon parantamisen varaa vie-
14 oli. Parhailla nykyisilld koodeilla padstaén jo Shannonin rajalle tietyissé

kanavissa (Gaussin kanava).

1.2 Peruskysymyksia

Tarkastellaan tiedonsiirtoa seuraavan yksinkertaisen mallin mukaisesti:

informaatioldhde — — vastaanottaja

Konkreettisia esimerkkejé tiedonsiirrosta kanavien ldpi on esitetty kuvas-
sa 1.2.

Kanavassa, jonka ldpi informaatiota siirretdén on useinmiten hdiridtd ("ko-
hinaa”). Télloin keskeinen kysymys on se miten vihentdd héirividen aiheut-

tamia virheita.



modeemi — | puhelinlinja| — modeemi

satelliitti — radioaallot — vastaanottoasema

tyomuisti — —  tyomuisti

Kuva 1.2: Eriita esimerkkejé tiedonsiirrosta kanavien l&épi.

1.2.1 Bin#irinen symmetrinen kanava (BSK)

Kuvassa 1.3 on esitetty ns. binddrinen symmetrinen kanava. Sy&tteind ja
tulosteina ovat bitit 0 ja 1.

0 » ()

syote x tuloste y

1 .1

Kuva 1.3: Bindérinen symmetrinen kanava

Olkoon tiedon siirrossa tapahtuvan virheen todennikoisyys (ns. kohinataso)

0 < f < 1: virheettomén bitin siirtymisen todennékoisyys on
Ply=0|z=0}=P{y=1|x=1}=1-f,

ja virheen todennikdoisyys on

Ply=0]z=1}=P{y=1|2=0}=f.

Tassa P |
y=0jazxz=0} .
P{ly=0|z=0}= Plz =0} jne.




Kuva 1.4: Bin#érinen symmetrinen kanava kohinatasolla f = 0.1 (esimerkki
ldhteesta [5]).

Kuvassa 1.4 on esimerkki bindérisestd symmetrisestd kanavasta, jossa syot-
teend on 100x 100 digitaalinen kuva. Vasemman puoleisen kuvan pikselit on
syotetty yksi kerrallaan toisistaan riippumatta bindériseen symmetriseen ka-

navaan, jonka kohinataso on f =0.1.

Ajatellaan toisena esimerkkiné tietokoneen kiintolevya, jolle luetaan ja kir-
joitetaan 1 GB péivéssid 10 vuoden ajan ja ajatellaan BSK-mallin kuvaavan
bittien siirtymistd lukemisessa ja kirjoittamisessa. Mika talloin on kohtuul-
linen f7 Kohtuullista on selvistikin odottaa kiintolevyltéd ldhes virheetonté

toimintaa.

Luku/kirjoitusoperaatioita on yhteensi ~ 10% -8 -10-365 ~ 3 - 10" = n
kappaletta. Olkoon f = 107%, jolloin

P{’virheetén toiminta’} ~ (1 — f)" ~ 1 —nf ~ 0.97.

Kysymys kuuluu: miten néin pieneen virhetodennékoisyyteen f péadstdan?
Voidaan ensinnikin ajatella tehtdvan parannuksia itse fyysiseen laitteeseen.

Tamé voi kuitenkin johtaa kustannusten jyrkkid&n nousuun. Vaihtoehtona



informaatioldhde vastaanottaja

lahetetty viestil S S T vastaanotettu viesti
kooderi dekooderi
ldhetetty signaali vastaanotettu signaali
t hairidinen r
kanava

Kuva 1.5: Tiedonsiirto koodamalla ja dekoodaamalla viesti.

on koodata/dekoodata bitteja sopivasti jolloin vain tarvittava laskentatyo

lisdéntyy (ks. kuva 1.5).

Informaatioteoria kertoo tdmén koodaukseen /dekoodaukseen perustuvan tie-
donsiirtotavan mahdollisuudet ja rajat. Koodausteoriassa kehitetdén kaytéan-

toon sopivia koodereita ja dekoodereita.

1.2.2 Toistokoodit

Eras yksinkertainen koodausmenetelmé on ns. toistokoodi. Toistokoodissa R,

kukin bitti toistetaan m kertaa.

Esimerkki 1.1. Toistotkoodi Rj.

Koodaus tapahtuu siis seuraavan kaavion mukaisesti:



0 BT 000
1 — 11

Olkoon nyt ldhetety viesti
s = 0010110,

jolloin kooderi tekee siitéd lahetettdvin signaalin
t =000000111000111111000.
Olkoon edelleen hiiridinen kanava muotoa
r=t+n (mod 2),

missid n on hairio. Esimerkiksi

t 000 000 111 000 111 111 000
n 000 001 000 000 101 000 000

r (000 001 111 000 010 111 000

Dekooderi tekee enemmistopadtoksen kolmen ryhmissé, jolloin vastaanotettu

viesti on

s = 0 0 1 0 0 1 0.
T T
virhe virhe
korjattu ei korjattu

Voidaan osoittaa (harjoitustehtéivi), ettd tdméd dekooderi on tietyin edelly-

tyksin optimaalinen. I

Harjoitustehtdvéna osoitetaan myos, ettd kohinatasolla 0 < f < 1/2 toi-
mivassa BSK:ssa edellisen esimerkin dekooderin virheen todennékéisyys on

pienempi kuin f. Kuitenkin tiedonsiirtonopeus on vain 1/3 alkuperéisesté,

1
R= 3 (Rate) (bittii/kanavan kdytto).
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S ENCODER t CHANNEL r DECODER S
f=10%
REDUNDAN

{2 AT

REDUNDAN
GLASS.
o _
| .

Kuva 1.6: Binddrinen symmetrinen kanava kohinatasolla f = 0.1, kun kayte-
téén toistokoodia Rjg. Bittivirheen todennékdoisyys on nyt noin 0.03 (esimerkki

ldhteesta [5]).

Jos esimerkiksi kiintolevyn nopeus on 1 Gbit/s, on se toistokoodin Rj3 jilkeen

5 Gbit/s.

Tarkastellaan sitten yleista toistokoodia R,,, missdé m = 2n + 1 on pariton.
Olkoon kanava binddrinen symmetrinen kanava, 0 < f < 1/2, ja oletetaan,

ettd bitit siirtyvat kanavan lépi toisistaan riippumatta. Kooderi on nyt siis

t
0 "% 0.0
— 1.1
—_—

2n+1

Olkoon

pp = P{"virhe bitissd”}

= P{"vahintd4n n + 1 koodibittid vaihtuu kanavassa”}.

Vaihtuvien bittien lukuméérin jakauma on Bin(2n + 1, f), jolloin siis

2n + 1) fk(l _ f)2n+1—k

P{”k bittid vaihtuu’} = ( h

11



ja siten

2n+1
_ 2n+ 1\ 2n4+1—k
w2 () g
k=n-+1
Olkoon Sy, 1 vaihtuvien bittien lukumaéra. Silloin heikon suurten lukujen

lain (ns. Bernoullin lause) mukaan

2%’3:11 — f stokastisesti,
eli kaikilla ¢ > 0,
. S2n+1
lim P —fl > =0.
i Py 1] 2

Bernoullin lauseen sisédltéhén on se, ettéd toistokokeessa esiintyvén tapahtu-
man suhteellinen esiintymisfrekvenssi ldhenee tapahtuman todennékoisyytté

toistokokeiden méaérin kasvaessa. Nyt

52n+1 n+1
—P{Sy . >n+1} =P >
Po=P{Smi 2 n+ 1} {2n+1_2n+1

Sont1 n+1
=P > — )
{2n+1_f+2n+1 /

Téassa
n+1 1

om+ 1 B 2

Siis: jos 0 < e < % — f ja n on niin suuri, etta 22111 — f > ¢, pétee heikon

suurten lukujen lain mukaan

pbgp{jj’fl 2f+s} SIP’{

kun n — oo.

52n+1
—fl > — 0
oyl 1|2E ’

Siten bittivirhe p, saadaan mielivaltaisen pieneksi, kun n — oo eli m — oo

toistokoodissa R,,. Mutta samalla tiedonsiirtonopeudelle saadaan

= — 0
2n +1 ’

kun n — oo. Siksi p, — 0 vain, jos samalla R — 0.

Kuvassa 1.7 on esitetty bittivirheen p, riippuvuus tiedonsiirtonopeudesta R

eraille toistokoodeille.

12



0.1 5]
R1

0.1 4 Rio 0.01 4 R3
0.08 - ]
1e-05 more useful codes
Pb T
0.06 A 7
0.04 A 16-10 E
0.02 1 E
more useful codes g
R61
0 T T T T T 1e-15 # T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1
Rate Rate

Kuva 1.7: Bittivirheen p; riippuvuus tiedonsiirtonopeudesta R erdille toisto-
koodeille binddrinessd symmetrisessi kanavassa kohinatasolla f = 0.1. Oikean

puoleisessa paneelissa on logaritminen skaala (kuva ldhteesté [5]).

1.2.3 Virheenpaljastavat ja -korjaavat koodit

Parempiin koodeihin péadstédin koodaamalla yksittdisten bittien sijaan koko-
naisia bittilohkoja. Yksinkertainen virheenpaljastava koodi saadaan lisdédmaél-

14 lohkoon pariteetin tarkastusbitti.

Lohkon s;...s, pariteetti on

n

Zsi mod 2

i=1

eli

) ) 0, jos ykkosien lukumééré on parillinen
pariteettls =
1, jos ykkosien lukuméara on pariton.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan seuraavia tapauksia:

13



001011 pariteetti 1 (pariton)
101000 pariteetti 0 (parillinen)

Koodaus tapahtuu seuraavasti:

S t
001011 — 0010111
101000 — 1010000

Lopputuloksen pariteetti on aina 0. I

Nyt pystytddn havaitsemaan, jos kanavassa on tapahtunut pariton méara

virheitéa.

Esimerkki 1.3. Jos r = 01000, tiedetdén, ettd virhe tai virheitd on tapah-

tunut, mutta ei tiedetd missd. I

Hammingin koodi pystyy korjaamaan yhden virheellisen bitin. Hammingin

(7,4)-koodi on:

s t(s) r

kooderi kanava,
81898384 —— tilolatalstety ———  T1rorararsrery

Téassé
o i, =35, kunt=1,2,3,4,
e 15, tg, 17 asetetaan siten, ettd lohkoilla sis953t5, SoS354t6 ja s15384t7 on

parillinen pariteetti.

Saadaan 2* = 16 “koodisanaa”, joiden pituus on seitseméin. Esimerkiksi
0010 — 0010111. Koodi on esitetty kuvassa 1.8.

14



S t S t S t S t

0000 0000000 0100 0100110 1000 1000101 1100 1100011
0001 0001011 0101 0101101 1001 1001110 1101 1101000
0010 0010111 0110 0110001 1010 1010010 1110 1110100
0011 0011100 0111 0111010 1011 1011001 1111 1111111

Kuva 1.8: Hammingin (7,4)-koodi.

Téssd koodissa koodisanat eroavat vihintddn kolmessa bitissd. Mikd mah-
taa olla optimaalinen dekooderi? Tamén selvittdmiseksi lasketaan t:n ja r:n
Hammangin etdisyys,

7

du(t,r) =) |ti—ri| = [{i | t: # 1},

i=1
Missé |{---}| tarkoittaa joukon alkioiden lukumé&érdd. Kun kyseessd on bi-

nédirinen symmetrinen kanava, jolle 0 < f < 1/2 ja kaikki viestit s € {0, 1}*

ovat yhté todennékoisid, optimaalinen dekooderi on valita sellainen S, etté

dg (t(8),r) = 56%1111}4 dy (t(s),r).

(Optimaalisuuden todistus on harjoitustehtdvind). Koodisanojen t(s) etéi-

syydet > 3, joten yhden bitin virhe korjaantuu!

Kaytannossa dekoodausta ei tarvitse tehdd minimoimalla Hammingin etéi-
syytté, vaan laskennallisesti tehokkaampikin tapa 16ytyy (lineaarialgebra kun-

nassa Zs, koodausteoria,. . . ).

Nyt
P{"virhe”} = P{§ # s}

ja bittivirheen todennédkoisyys méadritelldan kaavalla
=
Py=7 Z;P{éz‘ # si},
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S ENCODER t CHANNEL r DECODER S
f=10%

REDUNDAN REDUNDAN L N LI
GLASS. S T GLass. S T
Y 4 ~

parity bits

Kuva 1.9: Hammingin (7,4)-koodin kédyttd binddrisessd symmetrisessid kana-
vassa, jonka kohinataso on f = 0.1. Bittivirhe py on nyt noin 0.07 (esimerkki
ldhteesta [5]).

Missé 8 = $1595354 ja S = §1595354.

Kuvassa 1.9 on esimerkki Hammingin (7,4)-koodin kiytosta bindérisessa sym-

metrisessid kanavassa, jonka kohinataso on f = 0.1.

On helppo n#hdé, ettd binddrisessd symmetrisessd kanavassa P{s # s} =
O(f?) eli samaa suuruusluokkaa kuin toistokoodissa R3 (vrt. harjoitustehtéi-
vat). Mutta nopeus on nyt parempi:
4 1
R=->-.
73

Kuvasssa 1.10 on vield lisdé esimerkkejé eri koodien suorituskyvysta.

Kuitenkin tiedonsiirron nopeus edelleen nayttdd melko huonolta! Voidaan-
kin kysyé, ettd mitka (R, p,)-yhdistelmét ovat ylipddnsé (edes periaatteessa)
mahdollisia? Ennen vuotta 1948 uskottiin tilanteen olevan kuvan 1.11 kaltai-
nen, eli virheeton tiedon siirto ei ole mahdollista. Shannon osoitti kuitenkin
vuonna 1948 tilanteen olevankin itse asiassa kuvan 1.12 kaltainen. Téssé ku-
vassa C' on kanavan kapasiteetti. Kun R < C, on siis mahdollista saavuttaa
mielivaltaisen pieni bittivirhe p,. Tilannetta on vield havainnollisettu erdiden

konkreettisten koodien osalta kuvassa 1.13.

Shannonin keskeinen tulos vuodelta 1948 on Informaatioteorian peruslause.

Téama lause kertoo tiedonsiirron mahdollisuudet (R < C) ja rajat (R > C)
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0.1 - R10
0.08 - 1 .
+ " H(7.4)
+ o
0.06 - Fo4
T .
00% 4 . "+ +BCH(@1,16)
‘RS
L
0.02 - iF +BCH(15,7)
Rsﬁ{' more useful codes
& + N\
0 ;’"‘e-l - T T T
0 02 04 06 08

Kuva 1.10: Bittivirheen p, riippuvuus tiedonsiirtonopeudesta R eriille tois-
tokoodeille, Hammingin (7,4)-koodille ja BCH-koodeille (Bose-Chaudhuri-
Hocquenhem). Kyseessid on binddrinen symmetrinen kanava kohinatasolla

f = 0.1. Oikean puoleisessa paneelissa on logaritminen skaala (kuva ldhteestéd

[5])-

A

Rate

mahdollista

Pb

0.1
0.01

1e-05

1e-10

1e-15

HEEEEE0E8888:
i IE‘I B888agy,

1
FRESERSER 3EH3

‘more useful codes
Al

+ 4+

+BCH(511,76)

+BCH(1023,101)

o

T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8
Rate

el mahdollista

Kuva 1.11: Késitys bittivirheen py ja tiedosiirtonopeuden R riippuvuudesta

ennen Shannonin teoriaa.
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A

mahdollista

el mahdollista

B
| us

C

R

Kuva 1.12: Bittivirheen p;, ja tiedonsiirtonopeudenR riippuvuus Shannonin

teorian mukaan. Téssd C on kanavan kapasiteetti.

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

o-ﬂ!ﬁ:

0

achievable

+
"

R1w

not achievable

0.2

T

0.4 c

T T

0.6 0.8

T

1

0.1
0.01

1e-05
Pb

1e-10

1e-15

1 R?ﬁ':'»?}”r*» ¢ R
Gt
4 O+
@
4 o
0+ F
4@
8 +
J4 o+
‘:1 ’.
1
D+
Ha
4m +
4
18 achievable | not achievable
o #
e
_’: +
B ‘
T T T T T
0 0.2 0.4 CO.S 0.8 1

Rate Rate
Kuva 1.13: Shannonin teorian antama raja bittivirheen ja tiedonsiirtono-
peuden mahdollisille yhdistelmille (yhteinéinen kéyri) ja erdiden koodien suo-

rituskyky bin&dériselle symmetriselle kanavalle kohinatasolla f = 0.1. Oikean

puoleisessa paneelissa on logaritminen skaala (kuva ldhteesté [5]).
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ja se motivoi seuraavien vuosikymmenien koodausteorian kehitystéd. Voidaan
viittda, ettd informaatioteoria itse asiassa rakentuu tédmén lauseen ja sen

seurausten ympérille.
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Luku 2

Informaatio ja sen mittaaminen

2.1 Tapahtuman sisidltiméi informaatio

Perusidea tapahtuman sisdltdaméan informaatioon méérittelemisessa on, et-
td epdvarma tai odottamaton tapahtuma on informatiivinen. Tapahtuman
epavarmuutta mitataan poistuneella epdvarmuudella, kun tapahtuman tie-
detddn sattuneen. Kun epédvarma tapahtuma sattuu, siithen liittynyt suuri
epavarmuus poistuu ja néin on saatu paljon informaatiota. Jos taas melko
varma tapahtuma sattuu, vain vahén epavarmuutta poistuu ja néin on saatu

vain vahéan informaatiota.

Esimerkki 2.1. Tarkastellaan 100 palloa, jotka on numeroitu 1,2,...,100.
Pallot 1,...,10 ovat valkoisia ja pallot 11,...,100 ovat mustia. Nostetaan yksi

pallo umpiméhkéan. Olkoon A ="valkoinen” ja B ="musta”, jolloin

1 9
P(A)=— j P(B) = —.
(=1 Ja BB)=-
Jos tapahtuma A sattuu, tiedetédén, ettd kyseesséa on pallo 1,...,10. Jos taas

20



tapahtuma B sattuu, tiedetédén, etta kyseesséd on pallo 11,...,100.

Selvisti tapahtuma A vahentdd epdvarmuutta enemmén kuin tapahtuma B,
eli tapahtuma A on informatiivisempi. Tapahtuman A jdlkeen tiedetéén siis

enemman kuin tapahtuman B jilkeen. Tapahtuma A on epdvarmempi, silld

P(A) < P(B). |

Miten mitata jonkun tapahtuman epdvarmuutta tai informatiivisuutta tés-
maéllisesti? Epavarmuus selvésti liittyy tapahtuman todennékéisyyteen. Ol-
koon siis A tapahtuma ja P(A) = p > 0. Pyritdan méérittelemééin sellainen
funktio h, etté

h(p) = "tapahtuman A epadvarmuus, informaatiosisilto”.
Olkoon A 1 B (riippumattomat), P(A) = p; ja P(B) = p,. Silloin
P{"A ja B’} = P(AN B) =P(A)P(B) = p1po,

joten leikkauksen ”A ja B” epavarmuus on h(p;ps). Luonteva vaatimus talléin

on, etta
h(pipa2) — h(p1) = h(p2).

Toinen luonteva vaatimus on, ettd p — h(p) on aidosti véheneva ja jatkuva.

Lause 2.1. Olkoon h :]0,1] — R ja

(i) h(pip2) = h(p1) + h(p2), p1,p2 €]0,1],

(77) h on aidosti vihenevd ja jatkuva.

Silloin h(p) = —C'log, p, missia b > 1 ja C > 0 riippuu vakiosta b.

Huomautus. p — —C'log, p selvisti toteuttaa ehdot (7) ja (i7).
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Todistus. Olkoon
Ehdon (7) nojalla
) =) = () 1 ()
nm n o m n m

g(nm) = g(n)+g(m), n,meN,. (2.1)

eli

Oletetaan, ettd n < m. Ehdon (i7) nojalla saadaan
g(n) <g(m), n,meN,.

Osoitetaan, etté
g(n) = Clog, n, (2.2)

jollain C'> 0 ja b > 1.

Osoitetaan ensin induktiolla, etta
g(nk) = kg(n)a n, ke N+' (23)

Viite on selvé, kun & = 1. Oletetaan, etté véite pétee arvolla k. Silloin

g = g(n-n*) ) g(n) + g(n*)

ind.ol
=" g(n) +kg(n) = (k+1)g(n).
Edelleen,

joten
g(1) =0. (2.4)
Olkoon n € N, n > 1, kiinted ja r € N;. Valitaan (ks. kuva 2.1) sellainen
k=k(r)eN, ettd
nk <2r < pktt, (2.5)
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Kuva 2.2: Lauseen 2.1 todistuksen havainnollistus.

Nyt g on aidosti kasvava, joten

g(n*) < g(2") < g(n™*).

Tuloksen (2.3) nojalla saadaan

kg(n) <rg(2) < (k+1)g(n),

(2) <k+1
n) ro

N

k
- <
r

Q
—~

Huomaa, ettd g on aidosti kasvava, joten g(n) > g(1) = 0.

klog,n < rlog,2 < (k+ 1)log,n,

josta edelleen

k < log, 2 - k+1.

r — logyn r

Huomioidaan tulos (2.6), jolloin (ks. kuva 2.2)

1

” .

log, 2 ¢(2)

log,n  g(n)

Luku r € N on mielivaltainen, joten

log,2  ¢(2)

log,n  g(n)’
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(2.6)

Edelleen b > 1, joten log, on aidosti kasvava. Kaavasta (2.5) saadaan siten



eli
9(2)

frd . l
9(n) = {05 " losem:
miké pétee myos, kun n = 1. Siten ehdossa (2.2) voidaan ottaa C' = 115)2'
Olkoon sitten p = = € QN]0, 1}, r, s > 0. Nyt
1 1Y\ @ 1
()= )@ ()
s s T s r
josta edelleen saadaan
r 1 1
h(—):h ) () =gs) -
D =n(3) -0 (5) = ot
= Clog, s — Clog,r = —C'log, g (2.7)

Lauseen viite pétee siis rationaalisilla p. Lauseen véite mielevaltaiselle p €
10,1] seuraa nyt funktioiden A ja log, jatkuvuudesta: kun p, — p, pp €
10,1] N Q, saadaan

) @7 ..
h(p) = lim h(py) =" lim [~Clog, p] = —C'log, p.

Jatkossa otetaan b = 2 ja merkitidéan log, = log. Tam4 valinta vaikuttaa vain

vakioon C', koska jos a,b > 1, niin

log, p = log, blog, p.

Otamme myo0s jatkossa C' = 1, mika vaikuttaa vain mitta-asteikkoon. Kun
p= %, niin A(p) = —Clog% = C'log2 = C. Nain valinta C' = 1 tarkoittaa,
ettd symmetrisen lantin heiton antama informaatio on ”1” yksikkoa. Néin ta-
pahtuman A, P(A) = p > 0, epdvarmuus tai informaatiosisdlto maaritelldén

kaavalla
h(p) = —logp.

Epévarmuuden tai informaatiosiséllon yksikko on bitti.
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2.2 Satunnaismuuttujat ja informaatio
Olkoon (€2, F,P) todennikoisyysavaruus. Siis,

e () on alkeistapausten joukko eli perusjoukko
e F on tapahtumien joukko (€2:n osajoukkojen o-algebra)

e P on todennikoisyys eli P on kuvaus F — [0, 1]

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan nopan heittoa. Alkeistapausten joukko on nyt
Q2 =1{1,2,3,4,5,6} ja tapausten joukkona F on €2:n kaikki osajoukot. Kun

A C Q, maaritellaan
_ 4

6
missé |A| =joukon A alkioiden lukumééra. I

P(A)

Jatkossa kisitellddn satunnaismuuttujia (sm), joiden arvojoukko on #érel-
linen, eli satunnaismuuttujat voivat saada vain &arellisen monta eri arvoa.

Téllainen satunnaismuuttuja on kuvaus
X Q- X,
missd X on ddrellinen joukko ja X:lle pétee
{X=z}={weQ|X(w)=z}eF
kaikilla z € X. Merkitdan
plz) =P{X ==z}, ze€lX,

missé p(x):t ovat satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyyksia. Merkitsem-
me tavallisesti myos p(x):114 itse pistetodenndikdisyysfunktiota (ptnf) p : X —

[0, 1]. Myos merkintdd X ~ p(x) kdytetaéan toisinaan.
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Edelleen, jos Y : 2 — ) on toinen satunnaismuuttja, merkitiin tavallisesti
p(y):114 satunnaismuuttujan Y pistetodennékdisyysfunktiota. Tésséd hieman
huolimattomassa merkintitavassa siis vain argumentin nimi (z tai y) kertoo

sen, ettd kyseessd on yleensd eri funktiot p(z) ja p(y).

X voi periaatteessa olla mika déarellinen joukko hyvénsé:

{0,1}, {a,b,¢,d}, {O,A,O}.

Toisaalta, nimeamaélla alkiot uudestaan, voitaisiin yhtd hyvin olettaa, etté
X ={1,...,m}, jos |X| = m.

Kuvassa 2.3 on erdén Linux-oppaan perusteella laadittu taulukko englannin
kielen kirjainten esiintymistodennékoisyyksistd. Namé ovat siis sellaisen sa-
tunnaismuuttujan arvojen todennédkdéisyydet, joka kuvaa umpiméhkadn va-

littua kirjainta kyseisesté oppaasta.

Tapahtuman {X = z} epdvarmuus tai informaatiosiséilté on edellisen luvun

mukaan
—log (P{X = z}) = —logp(x).

Maéritelma 2.2. Satunnaismuuttujan X entropia on

H(X) == p(x)logp(z).

zeX
Huomautus. Sovitaan, ettd 0log0 = 0 (koska tlir(g tlogt =0).
Huomautus. H(X) on itseasiassa odotusarvo
H(X) = —Elogp(X) =E( - logp(X)).
Téssé log p(X) on satunnaismuuttuja

w > logp(X (w)) =log (P{X = X (w)}).

Siten H(X) on satunnaismuuttujan X arvojen keskimddrdinen epdvarmuus

tai informaatiosisdlto.
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0.0575H

1 a a
2 b 0.0128 b
3 c  0.0263 C

d 0.0285 d
5 e 0.0913 e
G f 0.0173 £
7T g 00133 g
8 h 0.0313 h
0 i 0.0509 i
10 3 0.0006 j
11 k  0.0084 k
12 1 0.0335 1
13 m 0.0235 m
14 n  0.0596 n
15 o 0.0689 o
16 p 0.0192 P
17 g 0.0008 q
18 r 0.0508 -
19 s 0.0567 s
20 t 0.0706 t
21 u 0.0334 u
22 v 0.0069 '
23 w  0.0119 W
24 x  0.0073 X
25 y 0.0164 ¥
26 =z 0.0007 -
27 0.1928

Kuva 2.3: Eris arvio englannin kielen kirjainten esiintymistodennékdisyyksis-
td. Oikean puoleinen sarake havainnollistaa todennékoisyyksia vield graafisesti

(esimerkki ldhteestd [5])
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Huomautus. Vain todennédkoisyydet p(x) ovat téssi térkeitd ja satunnais-

muuttujan X varsinaiset arvot ovat taysin epéoleellisia.

Huomautus. Vaikka funktion h(p) ja sitd kautta entropian H(X) mé&éri-
telmé pyrittiin perustelemaan intuitiivisesti, on asetettujen mééaritelmien to-
dellinen motivaatio se, ettd ne johtavat hyvaéan ja hyodylliseen tiedonsiirron

teoriaan, jota voi menestykselld soveltaa mm. koodien konstruktioon.
Lause 2.3. H(X) > 0 ja H(X) = 0 jos ja vain jos X on vakio (todenndikdi-
syydelld 1).

Todistus. Kaikilla z € X on 0 < p(x) < 1, joten p(x) log p(z) < 0. Siten

H(X) ==Y p(x)logp(z) > 0.

reX
Edelleen, jos H(X) = 0 on p(x) logp(z) = 0 kaikilla x € X, eli p(x) = 0 tai 1
kaikilla z € X. Mutta Y p(z) = 1, joten télloin p(x) = 1 tdsmélleen yhdelld

reX
r € X, jolle siis pitee p(r) = P{X = x} = 1. Kédntéen, jos X on vakio

(todennékaisyydelld 1), on yksi luvuista p(x) arvoltaan 1 ja muut 0, jolloin
H(X)=0. 0

Siis: Satunnaismuuttujassa X ei ole epavarmuutta < H(X) = 0 < X on

vakio.
Esimerkki 2.3. Olkoon & = {0,1}, 0 <p <1,
1, todennakéisyydelld p
0, todennékoisyydelld 1 — p.

Silloin
H(X) = —plogp— (1 —p)log(l —p) = H(p).

Kuvassa 2.4 on esitetty tdaméan funktion kuvaaja.

Havaitaan, ettd kun p = 0 tai p = 1, ei satunnaismuuttujassa X ole lainkaan
epavarmuutta: H(0) = H(1) = 0. Tallsin X on vakio (todennidkdoisyydelld
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Kuva 2.4: Funktio H(p).

1). Suurin epdvarmuus saadaan arvolla p = 1/2, jolloin H(1/2) = 1. Tdm4
vastaa symmetrisen lantin heittoa. Saatu informaatio heiton tuloksesta on 1

bitti. |

Jos |X| = m ja pi,...,pm ovat arvojen z € X todennikoisyydet, merkitaan

jatkossa joskus myos

H(X) = _Zpilogpi =H(p1, s Pm)-
i=1

Entropian voi ajatella liittyvan myos satunnaismuuttujan X arvon ma#raa-

miseen "bindérisilla” ei/kylla vastauksilla.
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X=ataib?

Kuva 2.5: Satunnaismuuttujaa X vastaava bind#ripuu.

Esimerkki 2.4. X saa arvot a, b, ¢, d ja e todennékéisyyksilld 0.3, 0.2, 0.2, 0.15
ja 0.15. Kuvassa 2.5 on X:44 vastaava binddripuu, missé ei = 0 ja kylla = 1.

Keskiméirédinen kysymysten lukuméérd X :m arvo selvittdmisesksi on
03-2+02-2+02-2+0.15-34+0.15-3 =2.3.

Binaaripuusta saadaan koodaus

a — 11
b — 10
c — 01
d — 001
e — 000

Keskiméarédinen koodin pituus L = 2.3 bittid, sama kuin keskim&drdinen

kysymysten lukumééara. Toisaalta,

H(X)=-0.3log0.3 —0.210og0.2 — 0.210og 0.2 — 0.1510g 0.15 — 0.1510g 0.15
~ 2.27.
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Ei ole itse asiassa sattumaa, ettd L = H(X) + ¢, missd ¢ > 0. My6hemmin
tullaan osoittamaan, etté tietyn tyyppisten bindéristen koodien joukossa kes-

kim&&rin lyhimmélle koodille pétee
HX)<L<HX)+1.

Edelleen, koodaamalla jonoja (x1,...,x,), x; € {a,b,c,d, e} yksittiisten al-
kioiden sijaan saadaan tietyissé tilanteissa keskiméérin lyhimmaélle koodille
L, etti

1

H(X) < % <H(X)+

eli optimikoodin keskiméédrdinen pituus per symboli ~ H(X).
Néin olemme saaneet entropialle toisen tulkinnan:

H(X) =keskimérin pienin bin#éristen kysymysten lukuméara

satunnaismuuttujan X arvon selvittdmiseksi.

Tarkastellaan sitten satunnaismuuttajaparia (X, Y'). Satunnaismuuttujan X
arvojoukko on X ja satunnaismuuttujan Y arvojoukko on ). Parin (X,Y")
arvojoukko on siten X' x ) (myos dérellinen). Pistetodennékoisyydet ovat

p(z,y) =P{X =z jaY =y} ja merkitsemme (X,Y) ~ p(x,y).

Kuvassa 2.6 on samasta tekstiaineistosta kuin kuvassa 2.3 lasketut kirjain-

parien pistetodennékoisyydet graafisesti havainnollistettuna.

Maiaritelmé 2.4. Parin (X, Y') yhteisentropia on satunnaismuuttujan (X, Y)
entropia,

H(X,Y) ==Y plx,y)logp(x,y).

zeX yey

Huomautus. Siis H(X,Y) = —Elogp(X,Y).
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Kuva 2.6: Arvio englannin kielen kirjainten kirjainparien esiintymistodenné-

koisyyksistd kuvan 2.3 esimerkissé.
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Maéritelma 2.5. Satunnaismuuttujan Y entropia ehdolla X = x on

HY | X=2)=-) ply|z)logp(y | z).

yey

Téassé kdytetddn siis satunnaismuuttujan Y jakaumaa ehdolla X = z,

p(z,y)
p(x)

Y

ply|z) =

kun p(z) > 0. Sovitaan, ettd p(y | z) = 0, kun p(z) = 0. HY | X = x)

kuvaa satunnaismuutujan Y epdvarmuutta, kun X = x.

Maéritelma 2.6. Satunnaismuuttujan Y entropia ehdolla X on

HY |X)=> pla)HY | X =),

zeX

Huomautus. Siis H(Y | X) on H(Y | X = x)mn keskimddrdinen arvo, kun

x € X. Tama voidaan tietysti taas tulkita odotusarvona.

Myo6hemmin osoitetaan, ettd H(Y | X) < H(Y'). Kuitenkin joillain x voi olla
HY|X=2z)>H(®Y).

Esimerkki 2.5. Olkoon p(z,y) muotoa

Y
1 2
1|0 3/4
X
211/8  1/8

Esimerkiksi siis p(1,2) = 3/4. Nyt

1/8, y=1,
= pla,y) =
zeX 7/8, Yy = 2.

33



Siten

88 8 °8 8
Edelleen,
3/4, = =1,
=> plz.y
ey 1/4, z=2

Nyt helposti saadaan, etta

HY | X =1)=—p(1]1)logp(1]1) —=p(2]1)logp(2|1) =

ja

HY | X =2)=—p(1]|2)logp(1]2) —p2]2)logp(2]|2)=1.
Siten
HY | X) = p(VH(Y | X = 1)+ p2)H(Y | X = 2) = 2 0%-1:0.25

Néin HY | X) < H(Y), mutta H(YY | X =2) > H(Y). I
Lause 2.7 (Ketjusaanto). Pdtee

HX,Y)=H(X)+H(Y | X).

Todistus.

==Y pla,y)logp(z,y) = => > p(x,y)loglp(=)p(y | )]

zeEX yeY zeX yey
:—Zprylogp Zprylogpy\x)

zeEX yey zeX yey
:_Z[pry]logp =) p)> ply | x)logply | )

zeX yey zeX yey

= H(X)+ H(Y | X).

Huomautus. Tésséd tuli osoitettua myos kaava

HY | X) ==Y "> p(z,y)logp(y | ). (2.8)

zeX yey
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Edelleen,
plr,y) =P{X =zjaY =y} =P{Y =yja X =2} =p(y,2),

joten

H(X,Y)=H(Y,X).

Siten ketjusdanto voidaan myos kirjoittaa muodossa

HX,Y)=H(Y)+H(X|Y).

Lause 2.8. Olkoon 0 <p;,q; <1,i=1,....m, > pi= >, ¢ = 1. Silloin
i=1

i=1

—Zp@- logp; < —Zpi log gi (2.9)
=1 =1

ja yhtdasuuruus pdtee jos ja vain jos p; = q; kaikilla 1.

Todistus. Kaytetddn todistuksessa poikkeuksellisesti luonnollista logaritmia

In; koska log, z = log, eln z, log, e > 0, ei tamé& vaikuta véitteeseen (2.9).

Tunnetusti Inz < z—1 kaikilla x > 0 ja yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain

jos x =1 (kuva 2.7). Siten

In kil < % _ 1
pi  Di

ja yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos p; = ¢; (i = 1,...,m). Edelleen,

S di - 4di o — — _

Zpilﬂ— < Zpi ——1 —Z%—Zpi—o

i=1 pi D pi i=1 i=1
ja yhtasuuruus pétee jos ja vain jos p; = ¢; kaikilla ¢. Viite seuraa nyt helposti
soveltamalla vasemmalla puolella logaritmin laskusaantoja. O
Huomautus. Sovitaan "0log0 = 0":n lisdksi, ettd "alog0 = —o0”, kun

a > 0. Silloin lause patee myos, kun p; = 0 tai ¢; = 0 joillain 4.
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y=lInxr |

Kuva 2.7: Epdyhtilon Inz < x — 1 (x > 0) havainnollistaminen. Suora y =
x — 1 on tangentti pisteessid x = 1. Kédyrd y = Inx on alaspéin kupera, siis

aina tangentin alapuolella.
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Huomautus. Luvut p;, ¢; voivat erityisesti olla pistetodennékéisyyksia p(x),

q(z), z € X. Silloin kaavan (2.9) mukaan

> p(x)logp(x) = > p(z)logg(x) >0

zeX TEX

eli

> plx)log (—g >0 (2.10)

Kun p(z) = 0 tai ¢(z) = 0, otetaan tissa

% = p(x)logp(z) — p(x) log q(z)

ja sovelletaan aikaisemmin sovittuja sdantoja.

p(x)log

Maiaritelma 2.9. Olkoot p(z) ja g(x) pistetodennékoisyysfunktioita joukos-
sa X. Silloin p(z)m ja q(z):n Kullbackin-Leiblerin etdisyys on

D(pllq)=> ) log 2.

reX q(:z:)

My6s nimitystéa suhteellinen entropia kaytetdan.

Kaavan (2.10) ja lauseen 2.8 nojalla saadaan

Lause 2.10 (Informaatioepédyhtilo, Gibbsin epayhtéls). Olkoot p(x) ja q(x)

pistetodenndkdoisyysfunktioita joukossa X. Silloin

D(pllq) =0
ja yhtdsuuruus pdatee jos ja vain jos p(x) = q(x) kaikilla v € X.

Huomautus. D(p || q) ei ole "kunnon etéisyys”, esimerkiksi metriikka, mut-
ta se kuitenkin mittaa pistetiheysfunktioiden p(x) ja ¢(x) vélisté erilaisuutta

tietylla (jatkossa hyodylliselld) tavalla.

Lause 2.11. Ehdollistaminen vihentdd entropiaa, eli
H(Y | X) < H(Y)

ja yhtdasuuruus on voimassa jos ja vain jos X 1L Y.



Todistus. Sovelletaan lausetta 2.10 pistetodennékoisyysfunktioihin p(x,y) ja
p(z)p(y) joukossa X x Y, jolloin

0< D(p(a,y) || p@pw) = 33 ple,y) log “;

xzEX yey )p( )
— ZZp z,y) {log p Z;) - logp(y)}
zeX yey
=3 p(@y)logpy) + > > pla,y)logply | x)
TEX yey X yey

— H(Y) - H(Y | X).

Yhtélo on voimassa jos ja vain jos p(z,y) = p(z)p(y) eli X LY. O

Millaisella satunnaismuuttujalla on suurin mahdollinen entropia?

Lause 2.12. H(X) < log|X| ja yhtisuuruus patee jos ja vain jos p(x) =
1/|X| kaikilla z € X.

Todistus. Otetaan lauseessa 2.8 p; = p(x), ¢ = 1/|X|, m = |X|. Silloin

tuloksen (2.9) nojalla saadaan

== plx)logp(x

reX

<= p) logm

zeX

> plx)log|X| = log|X|.

zeX

Edelleen, lauseen 2.8 nojalla yhtasuuruus on voimassa jos ja vain jos p(x) =
1/|X| kaikilla z € X. O

Huomautus. p(z) = 1/|X| on tasainen jakauma joukossa X'; kaikki arvot

x ovat yhté todennékoisia.
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2.3 Keskinaisinformaatio

Miten paljon informaatiota satunnaismuuttuja Y antaa satunnaismuuttujas-
ta X7

Maéritelma 2.13. Satunnaismuuttujien X ja Y keskindisinformaatio on
I(X;Y)=H(X)-H(X|Y).

Huomautus. Lauseen 2.11 mukaan I(X;Y) > 0ja I(X;Y) = 0 jos ja vain
jos X L Y. Suure I(X;Y) siis mittaa jonkinlaista riippuvuutta.

Entropialle saadaan nyt esitys
HX)=IX;Y)+H(X|Y).

Keskindisinformaatio kuvaa epdvarmuuden vihentymista X:stéd, kun Y tun-

netaan (kuva 2.8).

I(X;Y)

} H(X]Y)

Kuva 2.8: Y:n tunteminen vihentdd X:n epidvarmuutta keskinéisinformaa-

tion I(X;Y') verran.

- - - — — - —

Esimerkki 2.6. Tarkastellaan kahta lanttia, toinen symmetrinen (0) ja toi-

nen, jonka kummallakin puolella on kruuna (1):

0: symmetrinen, P{kruuna} = P{klaava} = 1/2

1: kaksi kruunua
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1/4
0 » ()
1/2
1
1/4
1
1 2

Y

Kuva 2.9: Kahden erilaisen lantin heitto esimerkissi 2.6.

Toimitaan nyt seuraavasti.

1. Valitaan lantti X umpimihkéén, X € {0,1}.
2. Heitetddn sitad kaksi kertaa.

3. Lasketaan kruunujen lukuméira Y € {0, 1, 2}.

Miten paljon nyt Y paljastaa X:sté eli vihentdd X :n epadvarmuutta? Tilanne

on esitetty kuvassa 2.9.
Nyt H(X) = H(1/2) = 1 (bitti). Edelleen,
P{X =0} =P{X =1} =1/2,
P{Y =0}=1/8, P{X=0|Y=0}=1,

P{Y =1} =1/4, P{X=0]Y =1} =1,
P{Y =2} =5/8, P{X=0|Y =2} =1/5.

Tésséd viimeinen todennékoisyys laskettiin Bayesin kaavasta,

PIX=0}P{Y=2|X=0} 5-; 1
P{Y =2} 2 5

P{X=0|Y=2}=
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Naiin ollen

HX|Y)=P{Y =0} H(X |Y =0)+P{Y = 1} H(X | Y =1}
YPY =2 H(X|Y =2)

1 1 )
— g0 g0+ 3 (

1.1 4. 4
—Zlog = — =log = | ~ 0.45.
VIR °8 ©8 )

3 5 5 5

Siten I(X:Y) ~ 1 —0.45 = 0.55 (bittid). |

Yleisesti H(X,Y) = H(Y, X). Siten lauseen 2.7 nojalla
HX)+HY | X)=HY)+H(X|Y)
ja
I(X:Y)=H(X)— HX|Y)=HY) - HY | X) = I(Y; X).
Siten I(X;Y) = I1(Y; X) eli X jaY kertovat toisistaan yhtd paljon.

Huomautus. Joskus laskuissa on helpompi laskea I(Y;X) kuin /(X;Y),
koska usein p(y | x) on tiedossa ja p(z | y) pitéisi erikseen johtaa (H (Y | X)
on siis helpompi laskea kuin H (X | Y)).

Lauseen 2.11 todistuksessa havaittiin, etta

D(p(z,y) | p(x)p(y)) = HY) - HY | X).
Siten
I[(X;Y) = D(p(x,y) || p(x)p(y)).

Ketjusddnnon mukaan saadaan

I[(X;Y)=H(X)-H(X|Y)

Viela
I(X;X) = H(X) — H(X | X) = H(X),

koska H(X|X) = 0 (harjoitustehtévé). Kootaan tulokset yhteen seuraavaan

lauseeseen (ks. kuva 2.10).
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Lause 2.14.

(1) I(X;Y) = H(X) — H(X]Y)

(i) I(X;Y) = H(Y) — H(Y|X)
(iii) I(X;Y) = H(X)+ H(Y) - HX,Y)
() I(X;Y) =I(Y; X)

(v) 1(X;X) = H(X)

Kaikki edelld olevat késitteet ja tulokset yleistyvét suoraan satunnaisvekto-
reille (sv) (X1,...,X,) ja (Y1,...,Yn), jotka koostuvat (dérellisen monta ar-
voa saavista) satunnaismuuttujista X;,Y;. Néin siksi, ettd satunnaisvektorit
ovat itsekin itseasiassa vain &dérellisen monta arvoa saavia satunnaismuuttu-

jia.
Esimerkiksi,

H(Xy,...,X,)=-— Z p(1, ... x,) logp(xy, ..., z,),

HYn, o Yo | Xoy e, Xo0)
= — Z p(xy, .. xn) HY 1, .. Y | Xi =21, ..., X, = xy)

= — Z P(T1y e Ty Yty e ey Ym) L0 D(Y1s oo Y | T2y T),

(X, X Ye, Y = H(Xy, . X)) — HX, . X | Ya, . Y.

Lauseen 2.7 mukaisesti (ketjusdanto)

H(X1, ..., Xn, Y1, ... Yy) =H(X1,..., X))+

(2.11)
HY:, .. Yo | X1y, X))
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H(X) H(Y)

Kuva 2.10: Entropiaan liittyvien peruskésitteden viliset yhteydet

lauseen 2.14 mukaan.
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ja niin edelleen. Esimerkiksi lauseen 2.11 vastine nyt on:
HYy, ...,V | Xq,..., X)) <HMY,...,Yn) (2.12)
ja yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos (Xi,...,X,) L (Y1,...,Y,).

Lause 2.15 (Ketjusaanto). Pdtee
H(Xla"'aXN) = ZH(XZ | Xi—la"'aXl)’
i=1

Tdssd sovitaan, ettd H(Xy | Xo, ..., X1) = H(X4).

Todistus. Induktio. Véite on selvésti tosi arvolla n = 1 (mééritelmén mu-

kaan). Oletetaan, ettd viite on tosi arvolla n. Siten

H(Xy, ..., X0, Xni1)

2.11
CL) (X0 X))+ H (X | Xa s X0)

in%ol ZH<XZ ‘ Xiflw .. ,Xl) +H(Xn+1 ‘ Xn7' c 7X1)
i=1

n+1

=Y H(X;| X;1,..., X))
=1

O
Lause 2.16. Pitee
H(Xy,..., X,) <Y H(X))
i=1
ja yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos Xq, ..., X, ovat ritppumattomia.

Todistus. Epéayhtélo seuraa suoraan ketjusdénnosté (lause 2.15) ja kaavasta

(2.12). Yhtésuuruus on voimassa jos ja vain jos

eli X; L {X; 1,..., X }kaikillaieli X, ..., X,, ovat riippumattomia (kaavan
(2.12) jalkeinen huomio). O
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2.4 Fanon epiyhtilo

Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia arvojoukkoina X ja Y, |X| > 2, ja olkoon
(X,Y) ~ p(x,y). Oletetaan, ettd havaitaan Y ja yritetdén arvata X sen

perusteella. Arvaus X:ksi on

missd g : Y — X. Virheellisen arvauksen todennékoisyys on
P, =P{X # X},
missé e ="error”.
Kuten tavallisesti, merkitdan H(P,) = —P.log P, — (1 — P.)log(1 — P.).
Lause 2.17 (Fanon epédyhtilo).

H(P.) + P.log(|X| ~ 1) > H(X | Y).

Todistus. Olkoon E tapahtuman {X # X} indikaattori,

1, kun)?;zéX
0, kun X = X.

E =

"Ehdollisen ketjusddnnon” (harjoitustehtéivd) nojalla saadaan

HE,X|Y)=HX|Y)+HE|X,Y)

(2.13)
—H(E|Y)+H(X | EY).
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Edelleen pétee

H(X|EY)= Zpey (X[E=¢Y =y
:—Zp e,y Zp(xle,y)logp(xle,y)
:_Zp()yszmylogp(xl()y) ()
_Zplypr|1ylogp(sL’|1y) (0)

Termissd (a) on £ = 0, joten X = X = g(Y). Siten kiintedlld y satunnais-

muuttuja X voi saada vain arvon g(y) ja siis

0, kun z # g(y),

1, kun z = g(y).

p(x | 0,y) =

Niéin ollen ) p(x | 0,y)logp(z | 0,y) =0, joten (a) = 0.

Termissé (b) on E = 1, joten g(Y) # X. Siten kiinteilld y satunnaismuuttuja
X voi saada vain arvot X' \ {g(y)}, jolloin

> a1y =1

x#9(y)
Nyt siis
(b)z—z (Ly prll y)logp(x | 1,y)
—Zp (1y [ > pla|1,y)logp(z | 1,y)
x#9(y)

<P 10g(|X| o 1)7

missi lopussa kiytettiin yhtdloa > p(l,y) = P{E = 1} = P ja lauset-
ta 2.12. Kaavassa (2.13) on selviasi H(E|X,Y) = 0 ja lauseen 2.11 nojalla
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H(E|Y) < H(E) = H(P,). Siten
HX|Y)<HP)+HX|E)Y)
< H(P,) + P.log(|X| —1).
O

Huomautus. Lauseen nojalla, kun P, = 0, myos H(X | Y) = 0. Td4méi on

luontevaa, koska tdlloin X on Y:n funktio (todennékoisyydella 1).

Huomautus. Koska H(P,) <1,on H(X |Y) <1+ P.log|X| eli

HX|Y)-1

P, >
— log|X|
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Luku 3

Tyypillisyys

3.1 AEP

Olkoon satunnaismuuttujan X ~ p(z) arvojoukko X. Tarkastellaan riippu-
mattomia satunnaismuuttujia Xi,...,X,, joilla on sama jakauma kuin sa-

tunnaismuuttujalla X,
P{X; = 2} = P{X = 2} = p(a).
missd x € X, 7= 1,...,n. [lmaisemme tdmén merkinnalla
iid
X17 s 7Xn ~ p(x)a
missé iid tarkoittaa "independently and identically distributed”.
Merkitdén jatkossa myos

= (x1,...,2,) €EX" (r; €X,i=1,...,n),

X" = (X1,...,X,)
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Riippumattomuudesta seuraa, etté

= [[P{Xi =2} = [ [ o).

Olkoon = € X ja z" = (x1,...,x,) € X™. Merkitaan
m(x,z") = }{z |z =z, 1= 1,...,n}},

jolloin m(x,z™) on siis niiden x;:den lukuméaéra, joille x; = x. Vastaava sa-

tunnaismuuttuja on
m(x, X") = }{z | X, =z, 1= 1...,n}}.

Esimerkki 3.1. Olkoon X = {0,1}, n =7, 2" = (1,1,0,0,0,0,1) € {0,1}".
Siten
m(0,2") =4, m(1,z2") =3.

Symboli x € X esiintyy kohdassa i todennékoisyydella P{X; = z} = p(x).
Kyseessd voidaan ajatella olevan riippumaton toistokoe, jossa tapahtuman

"X; = 2” todenndkdsisyys on p(x). Siten
m(z, X™) ~ Bin(n, p(z)).

Naiin ollen
E[m(z, X™)] = np(z),

D?m(x, X")] = np(z)(1 - p(z)).
Oletetaan, ettd 0 < p(x) < 1 kaikilla z € X. Olkoon a > 0 ja tarkastellaan
jonoja =" = (z1,...,x,) € X", joille pitee

m(z,z") —np(r)

Vnp(@)(1 - p(@))
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kaikilla x € X, eli

np(r) — av/ny/p(z)(1 - p(x)) < m(z,2")
< np(x) + av/ny/pa)(1 - p(x)).

(3.1)

Koska /n < n suurilla n, on téllaisissa jonoissa 2" noin n p(x) symbolia x,

eli odotusarvon verran.

Osoitetaan nyt, etté téllaisen jonon todennékoisyydelle pétee

2—nH(X)—c\/ﬁ <p(xn) < 2—nH(X)+c\/ﬁ’ (32)
missa ¢ > 0 on vakio.

Nyt

pla") = Hp(a:i) = [[ p(a)mt==".

reX

Seuraava konkreettinen esimerkki valaisee tatd kaavaa.

Esimerkki 3.2. Olkoon & = {0, 1}. Silloin

p(1,1,0,0,0,0,1) = p(1)p(1)p(0) - - - p(1) = p(0)*p(1)*
= p(0)" O (1))

Siten saadaan
log p(a") =Y m(z, 2") log p(x)
reX

ja siis kaavan (3.1) vasemman puolen nojalla

logp(") < 3 [np(@) — aviy/p(@)(1 = p(@))] log p(x)

=n Y p(z)logp(x)+vn [-a Y /pla)(1 - p(fﬁ))] log p(x).
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Siten
pla™) < 27 HE Fevn, (3.3)

missé

c=—-ay _ +/plx)1—p(x)) logp(z) > 0.

zeX
Samoin osoitetaan, etté

p(a™) > 2 nHX)—evn (3.4)

Siten (3.2) pétee.

Nyt epéyhtiloissd (3.3) ja (3.4)

“nH(X)+c/n=—n <H(X) =S %)

ja ¢/+/n on pieni, kun n on suuri. TAmi motivoi seuraavan méiritelmén.
n

Olkoon p(z™) = ] p(z:).
i=1
Maéaritelma 3.1. Olkoon n € Ny ja e > 0. Tyypillinen joukko A on

€

A {xn — (21, w) | 27O < pamy < 2—n<H(X>fe>}_

Siten ehdon (3.1) tdyttavét jonot ™ ovat tyypillisia annetulla ¢ > 0, kun n
on riittdvén suuri, ¢//n < e. Kaikki tyypilliset jonot eivdit tayta ehtoa (3.1).
Voi olla

1
—— > logp(w;) ~ H(X)
vaikka z € X symboleja ei esiinny "oikeassa” suhteessa.

Huomautus. Téssd médritelméssi ei endé oleteta, ettd 0 < p(x) < 1 (eikd

jatkossakaan tété oleteta).
Esimerkki 3.3. Kuvassa 3.1 on vaakariveilld satunnaisvektorin
X1 = (X1, ... Xg0)

saamia "tyypillisid” arvoja, kun X; ~ Bin(100,0.1). Alimmaisena on todenné-
koisin ja epdtodenniksisin jono. Satunnaisvektorille X% piitee H(X'%0) =
46.9. I
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Kuva 3.1: Tyypillisii jonoja satunnaisvektorin X' = (X7,..., Xjq0) ar-
voiksi, kun X; ~ Bin(100,0.1). Kuvassa piste vastaa arvoa 0. Oikealla kunkin

jonon todenn#koisyyden logaritmi (esimerkki ldhteesta [5]).
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Kuvassa 3.2 on vield lisda havainnollistettu tyypillisen joukon késitettéd, kun
X; ~ Bin(n,0.1) ja n = 100 tai n = 1000. Kuvassa on n:ai itseasiassa

merkitty NV:114.
Palautetaan mieliin heikko suurten lukujen laki:

Olkoot X1, Xs, . .. riippumattomia satunnaismuuttujia, £(X;) = u, D*(X;) =

02 < 0o kaikilla 7. Silloin

1 n
— E X; — u stokastisesti, kun n — oo,
n

i=1

17’L
Iim P< |— X; — > = 0.
Jim {nZ p }

Meidén tilanteessamme oletetaan itseasiassa, ettd Xi, Xo, ... w p(z) ja odo-

eli kaikilla e > 0

tusarvon seké varianssin olemassaolo on selvé, koska arvojoukko X on &dérel-

linen.

Lause 3.2. Olkoon € > 0. Tyypilliselle joukolle AW pdtee

(i) lim P{X" € AL} =1,
(i6) |AY| < 2nHEX+E) Laikilla n,
(7ii) kaikilla § > 0 |A(€n)| > (1 —6) 2nHX)=e) " kun n on riittdvin suuri.
Todistus. Kuten aikaisemmin, X" = (X1,..., X,).
Q
P{X" ¢ A(En)} ) {an(H(X)qu) < p(X™) < Q*n(H(X)*E)}

:IP’{H(X)—5§ —%logp(X") < H(X)+€}

:P{‘—%logp(X") —H(X)‘ < g}.
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Kuva 3.2: Tyypillisen joukon havainnollistamista, kun X; ~ Bin(V,0.1) ja

N =100 tai 1000. Y1h#alld n(r) on niiden jonojen lukumééri, joissa on tasan

r ykkosté. Seuraavalla rivilla on sellaisen yhden jonon todennékoéisyys, jossa

on tasan r ykkostd ja sitd seuraavalla rivilld sama logaritmisessa skaalassa.

Viimeisell4 rivilld on todennédkdisyys, ettd satunnaisessa jonossa on r ykkosté.

Katkoviiva néyttis arvon —H (X ). Tyypillinen joukko on merkitty T:114 ot-
tamalla e = 0.29, kun N = 100 ja e = 0.09, kun N = 1000 (esimerkki lihteesté

[5])-
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Tassa

1 1 = 1 &
——logp(X") = ——log [ [ p(X)) = == "logp(X
i=1 i=1

n

1

=— > [-logp(X
n

Toisaalta E[— log p(X;)] = E[— logp(X)] = H(X). Siten véite seuraa heikos-

ta suurten lukujen laista, jonka mukaan komplementtitapahtumalle pétee

>5}—>0,

(71) Tyypillisen joukon AY msdritelmas apuna kdyttden saadaan

1= Z p(:En)Z Z p(;p")z Z 9—n(H(X)+e) _ | n)|2 X)+5)

zheA™ zneAl zneA

n

LS [~ logp(xX,)] ~ H(X)

i=1

P{X" ¢ AW} =P {

kun n — oo.

joten
|A(€")| < onH(X)+e)

(7ii) Olkoon n niin suuri, ettd P{X™ € A(E")} > 1—6 ((i)-kohta). Silloin

1-5<P{X"e AW} = Y~ p(a”)
:B”GA(En)
< Z 9-n(H(X)—e) _ |A(5n)| an(H(X)fe)’
zneA™
joten
A®] > (1 - §) 2H )=,
]

Huomautus. Edelléd oleva lause tunnetaan nimella AEP, Asymptotic Equi-
partition Principle. Sen mukaan umpiméahkaén valittu 2" € X™ on suurella
todennékaisyydelld (n suuri) joukossa A ja téssd joukossa on noin 2™7(X)

alkiota, kaikki likimain yhtd todennékoisié.

55



3.2 Koodaus kompressiossa

Tarkastellaan informaatioldhdettd, jonka ldhettdmé viesti halutaan jostain

syystd koodata.

‘informaatioléihde‘ — X eX

Symbolit X € & voivat olla periaatteessa mitéd vain. Jos ne halutaan esimer-
kiksi tallentaa tietokoneen muistiin tai lahettda jonkin kanavan ldpi vastaa-

nottajalle, voi koodaus olla valttaméatonta.

Pyritddn koodaamaan viesti lohkoissa X™ = (Xi,..., X,,), missid Xq,..., X,

ovat perdkéin ldhetettyja symboleja.
X"=(Xy,...,X,) — — koodisana

Siis ensin koodataan (X7, ..., X,), sitten (X,,41, . . ., X2,) jne. Oletetaan, etta

X, Xo, ... w p(z), kuten edellisessi kappaleessa.

Nyt
Am =AMy [xm\ AW

(Ks.kuva 3.3). Olkoon A™ = {am1, ... zmk},
Kun t € R, merkitain
[t] = min{m € Z | t < m},
eli [t] on ylospéin pyoristys kokonaisluvuksi.
Nyt lauseen 3.2 kohdan (ii) nojalla |AM™| < 2n(HE)+e) joten
f < 9nHX) ) < on(H(X) o))

Siten jonot 2" € A voidaan indeksoida [n(H (X) + ¢)] bittisilld toisistaan

eroavilla bindériluvuilla (m-bittisid bindarilukuja on 2™ kappaletta):
ngbl"'bma b]6{071}7m:[n<H<X)+8)—|

96



X’n

Kuva 3.3: Avaruuden X" ositus tyypillisiin jonoihin A§") ja epétyypillisiin

jonoihin X™ \ Aé").

Laitetaan vield etunolla ilmoittamaan, ettd x™ € A(gn),

n, kooderi

0by...bp (koodisana).

Samoin, |X"\ AY| < A" = |x|" = 272l joten jonot 2" € A™\ AW
voidaan koodata [nlog |X|] + 1 bittisilla bin#ériluvuilla.

g X0 b by, 1= [nlog|X|].

Koodi on helppo dekoodata: ensimméinen bitti kertoo onko 2" € AM ai

e X"\ AL ja dekoodaus voidaan sitten tehda taulukosta.

Yleisesti on jarkevid pyrkié tietysti mahdollisimman [yhyihin koodisanoihin,
koska se séddstéad esimerkiksi tilaa tallennettaessa ja nostaa nopeutta tiedon-

siirrossa.

Koska yleensia H(X) < log|X| (vertaa lause 2.12), tulevat tyypilliset jonot
2" € A" koodattua lyhemmin kuin epétyypilliset jonot 2™ € X"\ A(E"),

joiden koodisanoja ei yritetty mitenkéddn lyhentéaéd. Témé on jarkevad, koska
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X" € AY suurella todennikdisyydelld, ainakin kun n on suuri (P{X" €

A} 51 kun n — 00).

Suhteellisen lyhyt koodi tyypilliselle jonolle on mahdollinen, koska yleensé

A on pieni (alkioiden lukumé&iraltédén) verrattuna koko X™:dén:
H(X)+¢e <dlog|X| (0<6<1),

joten
‘A(en)| AEP 2n(H(X)+€) < 2n510g|X| _ |X|n5

Siten saadaan edelleen

AP AP a1
P T P PO

kun n — oco. Tilanne on siis kuvan 3.4 kaltainen.

Lasketaan kooderin tuottamien koodisanojen keskiméérainen pituus. Olkoon

[(z™) 2™:n koodisanan pituus,

n(H(X)+¢e)]+1, kuna"e AD,
[nlog|X|] + 1, kun 2" € Am\ AD.

Olkoon n edelleen niin suuri, ettii P{X" € A} > 1 — ¢ (lause 3.2 (i)).
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X", |X|"alkiota

epéatyypillinen joukko
koodissa [nlog |X|| + 1 bittia

tyypillinen joukko A™, 2n(HEOEe) alkiota
koodissa [n(H(X) +¢)] + 1 bittia

Kuva 3.4: Tyypilliseen joukkoon perustuva koodaus.
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Silloin keskimééaraiselle koodisanan pituudelle saadaan

E((X™) = 3 pa")i")

= > pami@y+ > pam)i")
aneAl anexm\ A

= > pa){IHX)+)N+1}+ > pa"){[nlog|X|]+1}
ane A anexm\ AT

<{n(H(X)+e)+2} Y pla)+{nlog|X|+2} > pa")

anc Al sneaxm A
=P{X" € A n(H(X)+e) +P{X" € &"\ A} nlog|X]|
+2[P{X" € AW} +P{X" € A"\ AW}
<n(H(X)+¢)+enlog|X|+2

=n H(X)+€+elog|é\f|+%] .
Siten, jos ¢ > 0 on annettu, on olemassa koodi, jolle
E(1(X") < n (H(X) + <),
kun valitaan sellaiset € ja n, ettd € +elog|X| + 2 < ¢'.

Koodatuissa lohkoissa X™ on n symbolia X1,..., X, € X. Siten on osoitettu:

Lause 3.3. Olkoon X1, ..., X, #a p(x). Jose > 0, loytyy riittavin suurella n

jonojen x" (injektiivinen) binddrikoodaus, jossa keskimddrdiselle koodisanan

pituudelle per symboli pdtee

E E Z(X")] < H(X)+e.

Keskiméariiselle koodisanan pituudelle siis pétee, ettd se on

< H(X) bittid per symboli
< nH(X) bittid per lohko X"
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Huomautus. Mychemmin osoitetaan, ettd kaikille (tietylla tavalla yksika-

sitteisille) koodeille pétee

H(X)<E H l(X")} .

Kuten edelld todettiin, A™ on pient joukon X" osajoukko. Taméa mahdol-

listaa tehokkaan koodauksen, koska lisdksi P{X" € A(e")} ~ 1. Loytyisi-
k6 kuitenkin vield parempi joukko, eli B C &A™, jolle P{X" € B} ~ 1 ja
IB| < |AD|?

Lemma 3.4. Olkoon 0 <& <1/2, BC X" jaP{X" € B} > 1—¢. Silloin
1
n

kun n on riittdvan suuri.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Jos nyt |B| < |A(5")|, pétee lauseen 3.2 kohdan (ii) nojalla
%log |B| < %log\A(E”)\ < H(X)+e.
Lemman 3.4 mukaan suurilla n pétee
H(X)— 2 < %log Bl < H(X) + <. (3.5)
Toisaalta lauseen 3.2 kohdan (7ii) nojalla saadaan
log [A™)] > n(H(X) —€) + log(1 — 6)
kaikilla 0 < § < 1, kun n on riittdvan suuri, joten
H(X) -2 < %log |A™| < H(X) +¢, (3.6)
kun n on riittdvan suuri. Télloin kaavojen (3.5) ja (3.6) nojalla
Llog|B| ~ ~log| A"

eli tassd mielessa
|B| ~ |AD] ~ 270,

eiké siis joukon A kokoa voi "oleellisesti” pienentéa.
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3.3 Yleisemmat informaatiolidhteet

Informaatioldhteen malli edelld perustui iid satunnaismuuttujiin,

itd

‘informaatioléihde‘ — X1, Xo, ... ~ p(x).

Se on varsin yksinkertainen ja monipuolisempia malleja saadaankin yleisem-

misté stokastisista prosesseista.

Maéritelmé 3.5. Stokastinen prosessi on jono satunnaismuuttujia, (X, )nen, =

(X)) = (X1, Xo, .. ).

Tassa siis X, : 2 — X, n € N, on satunnaismuuttuja kuten edelld. Proses-
sin saamat "arvot” ovat realisaatioita (X, (w)) = (x1,22,...), Xy(w) = z,,

we neN,.

Prosessin (X,,) jakauma méaaraytyy yhteispistetodennikoisyysfunktioista
p(xy,...,x,) =P{X1 =21,..., X, =z, },

missé (x1,...,x,) € X", n € N,.

Usein (kuten talld kurssilla) on luontevaa ajatella n:da aikana.

Esimerkki 3.4. Olkoon X1, Xs,... % p(z). Silloin (X,,) on did-prosessi. Sille

patee
n

p(T1, ..., x,) = HP(SQ'), neN;.

i=1

Hyvin hyodyllinen prosessin tyyppi on stationaarinen prosessi.
Maaritelméa 3.6. Stokastinen prosessi (X,,) on stationaarinen, jos

P{Xi=a,.... Xp =z, } =P{X0 =21,..., Xy = 20}
kaikilla (z1,...,2,) € X", n,l € N,.
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Siis: Stationaarisen prosessin jakaumaominaisuudet ovat “ajan suhteen inva-
riantteja”; prosessi "nayttda” samanlaiselta eri aikoina. Selvéstikin iid-prosessi

on aina stationaarinen.

Esimerkki 3.5. Kuvassa 3.5 on esimerkit iid-prosessin ja erdén stationaa-
risen prosessin realisaatioista. Esimerkin stationaarisessa prosessissa nakyy
selvéd riippuvuutta perittiisten ajanhetkien valilla kun taas iid-prosessissa
mitddn riippuvuutta ei ole. Huomaa, ettd kyseessd on vain yksi realisaatio
stationaarisesta prosessista; keskimééarin, useita realisaatioita tarkasteltaessa

prosessin tilastolliset ominaisuudet nayttéisivit samanlaisilta eri aikoina. ||

Esimerkki 3.6 (Markovin ketju). Olkoon merkintéjen yksinkertaistamiseksi
X ={1,...,m}.

Kutsutaan arvoja ¢ € X tiloiksi ja tarkastellaan kuvan 3.6 kaltaista, tilasta

toiseen siirtyvaé prosessia.

Olkoon
P11 -+ DPim
P=(py)=| : .| ermm

Pmi -+ DPmm
matriisi, jolle p;; > 0 kaikilla ¢, j € X ja > p;; = 1 kaikilla ¢ € X. Sanomme,

7=1
ettd (X,,) on (aikahomogeeninen) Markovin ketju, jos

]P){Xn—i—l :j | X, = i, Xn-1 :'L.n—la---aXl = Zl}
:P{Xn+1 = | X, = l} = Dij

kaikilla 4, j € X

Siten Markovin ketjun siirtymétodennékoisyyteen tilaan X, ., = j vaikut-
taa vain edellinen tila X,, = i, ei aikaisempi "historia”. Aikahomogeenisuus

tarkoittaa sité, ettd siirtymédtodennékoisyydet eivat riipu ajasta.
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P on surtymdmatriisi ja p;;:t ovat surtymdtodenndkdisyyksid.

Olkoon (X,,) Markovin ketju ja

P{X,=i}=p", ieX neN,.

Siis p(™ = (pgn), o ,ps,?)) kuvaa ketjun jakuman hetkelld n. Silloin

p§n+1) _ ]P{XnJrl _ j}

=Y P{Xup =] ja X, =i}

i=1

= Z]P){Xn.H =7 | X, = Z} ]P){Xn = Z}

i=1
= sz‘j pE")
i=1

eli
p(n+1) _ p(n) P

Jakauma p = (p1, ..., tim), i > 0 kaikilla 4, >~ p; = 1, on ketjun tasapaino-
i=1
jakauma, jos

p= pbp.
Siten, jos X7 ~ pu (so. P{X; =i} = u;, 1 € X), on X,, ~ u kaikilla n.

Voidaan osoittaa, etté jos p on Markovin ketjun tasapainojakauma ja X; ~ p,

niin ketju on stationaarinen (harjoitustehtavé).

Huomautus. Tietyn tyyppisilli Markovin ketjuilla (pelkistymé&ton, aperio-

dinen) on yksikésitteinen tasapainojakauma p ja p™ — p, kun n — oo.

Olkoon (X,,) stokastinen prosessi. Mitd voidaan sanoa entropiasta
H(Xy,...,X,)?
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Selvéstikin riippuvuus vihentdd entropiaa, epavarmuutta. Taté valaisee seu-

raava esimerkki.

Esimerkki 3.7. Tarkastellaan kahta yksinkertaista prosessia, jotka edusta-

vat riippuvuuden adripaité.

id

(1) (X,) on iid-prosessi, X, Xs,... ~ p(x). Silloin lauseen 2.16 nojalla

H(Xy,...,X,) =Y H(X;) =nH(X).

(11) X; = X kaikilla 4. Silloin

koska p(z,...,z) = p(z).

Siten prosessin (i7) entropia on vain n:s osa prosessin (i) entropiasta.

Maaritelma 3.7. Stokastisen prosessin entropian kasvunopeus on

1
H(X)= lim — H(X,...,X,),

n—oo nN

silloin kun kyseessé oleva raja-arvo on olemassa.

Huomautus. iid-prosessille H(X) = H(X) ja H(Xy,...,X,) = nH(X),
n e N+.

Huomautus. Voidaan myos ajatella, ettd H(X') antaa (asymptoottisesti)

ldhteen entropian per symboli,

H(X) ~ = H(Xy,...,X,).

S|

Toinen tapa méaéritelld symbolikohtainen entropia on

H'(X) = lim H(X, | Xo_1,...,X1),

n—o0
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kun raja-arvo on olemassa.

Osoitetaan, etté stationaarisille prosesseille H(X) ja H'(X') ovat olemassa ja
H(X)= H'(X).

Lemma 3.8. Olkoon (X,,) stationaarinen prosessi. Silloin H'(X) on olemas-
sa.

Todistus. Kaikilla n > 2 on

H(Xp | Xoo1,..., X1)

H(Xp1 | Xo,y o0, Xo)
> H(Xpi1 | Xa, .o, Xo, X0),
koska ehdollistaminen vahentédé entropiaa. Téssé tarvitaan lauseen 2.11 "eh-

dollista” versiota
H(Y | X,2) < H(Y | 2).
joka todistetaan aivan kuten lause 2.11. Koska ei-negatiivinen jono H (X, |

Xn_1,...,X1) on siis vihenevi, se suppenee. [

Lemma 3.9. Olkoon (a,) reaalilukujono, lim a, = a € R. Silloin
n—oo

1 n
im =S ¢ = a.
Jim 5 2 ai=a
1=
Todistus. Olkoon ¢ > 0. Valitaan sellainen n., etté |a, — a| < €, kun n > n..

Kun n > n., saadaan silloin

n
1
- E a; —a
n-

=1

n

=3 e -a)

i=1

1 n
<~ lai—al

nizl

1 & I <
:ﬁ;\ai—a\ng Z la; — al

1=Ne41

Ne
1 n — N
<—E la; — al + - €,
n 4 n
1=1
Ne
missi 2= . e < e ja 1Y |a; —al — 0, kun n — oo, O
n n &
=
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Lause 3.10. Stationaariselle prosessille H(X) = H'(X).

Todistus. Ketjusdannon (lause 2.15) nojalla
Liix X)—liH(X|X X1)
n IR n) — n — 7 i—1y 1)-

Lemman 3.8 nojalla lim H(X,, | X,,—1,...,X1) = H'(X). Viite seuraa siis
n—o0
lemmasta 3.9 ottamalla a,, = H(X,, | X,—1,..., X3). O

Huomautus. Korvaamalla H(X) suureella H(X), voidaan AEP todistaa
ns. stationaariselle ergodiselle prosessille (X,,). Lukujen 3.1 ja 3.2 tulokset

saadaan néin patemédn téllaisille prosesseille.
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Luku 4

Hairiottoméan lahteen koodaus,

kompressio

4.1 Koodeja

Téasséd kappaleessa entropian mééritelma tulee lopullisesti motivoitua datan

optimaalisen kompression mittana.

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on X', ja |X| = m. X kuvaa

informaatiolahdetta

‘ informaatiolahde ‘ — X

Sanomme, ettd X on wviestiaakkosto ja jono symboleita xq---xp, ©; € X,

k € N, on wiesti. Kaikkien mahdollisten viestien joukko on

X*:{l‘l'-'l‘k|ZL‘Z‘€X,Z':1,...,]€,]€€N+}.

Viestien siirtdminen tai tallentaminen tavallisesti vaatii koodausta (muis-

tilaitteet, mobiili viestintd, ...). Olkoon joukko D koodiaakkosto, jossa on
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|D| = D < oo symbolia ja merkitdén
D = {dldk|dz eD,1=1,...,k, k?EN+}.
Maéritelma 4.1. Satunnaismuuttujan X [dhdekood: tai lyhyesti koodi on

kuvaus C : X — D*.

Joskus kuvausta C' sanotaan myos kooderiksi. Koodaus toimii seuraavan kaa-

vion mukaisesesti:

[informaatiolihde] = [kooderi] —s C/(X)

C(z) on x:n koodisana. Merkitsemme [(x):114 C(x):m pituutta. Terminologia
on téassd yhteydessd hieman horjuvaa ja joskus méaéritelldén, ettd koodi on

itse asiassa kuva (koodisanojen joukko) C'(&X).

Viesti xy - - -2 € X* koodataan symboli kerrallaan:
x1xp — C(zy) - Cag).
Koodin C' laajennus on kuvaus C:x*— D,
Czy - xy) = C(xy) - - C(xp),
T1,...,0 € X, ke N,

Esimerkki 4.1. Olkoon X = {a,b,c,d}, D = {0,1}. Alla oleva taulukko

madarittelee koodin:

Qo o 9
_ O =
—_ = O
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Nyt C(abba) = 00101000. Toinen koodi saataisiin taulukosta

a 0 1
b 1
c 10 2
d 01 2

Silloin C(abba) = 0110. I

Esimerkki 4.2. Kuvassa 4.1 on esitetty osa (51 ensimmaéistéd merkkid) teks-
titiedostojen koodauksessa kaytettdavad ASCII-koodia. Kunkin merkin koo-
disana on esitetty desimaali-, oktaali-, heksadesimaali- ja bind&rimuodossa.

Niitd koodeja vastaavat aakkostot ovat

Desimaalikoodi D ={0,1,...,9}, |D| = 10
Oktaalikoodi D={0,1,...,7}, |D| =8
Heksadesimaalikoodi D ={0,1,...,9,A,B,...,F}, |D|=16
Binéérikoodi D ={0,1}, |D| =2

Olkoon sitten X ~ p(z).

Maéritelma 4.2. Satunnaismuuttujan X koodin C' keskimddrdainen pituus

on

L(C) =) pla)l(x).

zeEX

Huomautus. Selvisti kyseessd on odotusarvo

L(C) = EI(X).
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Decimal

Octal

Hex
000
001
002
003
004
005
006
007
008
009
00A
00B
0oc
00D
00E
00F
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
01A
01B
01c
01D
01E
01F
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
02A
02B
02cC
02D
02E
02F
030
031
032
033

00000000
00000001
00000010
00000011
00000100
00000101
00000110
00000111
00001000
00001001
00001010
00001011
00001100
00001101
00001110
00001111
00010000
00010001
00010010
00010011
00010100
00010101
00010110
00010111
00011000
00011001
00011010
00011011
00011100
00011101
00011110
00011111
00100000
00100001
00100010
00100011
00100100
00100101
00100110
00100111
00101000
00101001
00101010
00101011
00101100
00101101
00101110
00101111
00110000
00110001
00110010
00110011

DLE
DC1
DC2
DC3
DC4
NAK
SYN
ETB
CAN

EM
SUB
ESC

~

W NP O N>

(Null char.)
(Start of Header)
(Start of Text)
(End of Text)
(End of Transmission)
(Enquiry)
(Acknowledgment)
(Bell)
(Backspace)
(Horizontal Tab)
(Line Feed)

(Vertical Tab)

(Form Feed)

(Carriage Return)

(Shift out)

(Shift In)

(Data Link Escape)
(XON) (Device Control 1)

(Device Control 2)

(XOFF) (Device Control 3)

(Device Control 4)
(Negative Acknowledgement)
(Synchronous Idle)

(End of Trans. Block)
(Cancel)
(End of Medium)
(Substitute)
(Escape)
(File Separator)
(Group Separator)
(Request to Send) (Record Separator)
(Unit Separator)
(Space)
exclamation mark)
double quote)
number sign)
dollar sign)
percent)
ampersand)
(single quote)
(left/opening parenthesis)
(right/closing parenthesis)
(asterisk)
(plus)
(comma)
(minus or dash)
(dot)
(forward slash)

(
(
(
(
(
(

Kuva 4.1: Osa ASCII-koodia.
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Jos héirioté ei esiinny, on tiedon siirrossa ja tallentamisessa jarkevaa pyr-
kid minimoimaan L(C'), koska se sééstéé resursseja (aikaa, tilaa). Palaamme

keskimé#draisen pituuden L(C') minimointiin seuraavassa kappaleessa.

A o N -. 0 —===-=
B =esn o —-- L ===
C =.- P .~ 2 ae—="
D -~ Q —~.~ 3 o
E R .~ 4 eeee™
F oo™ S 5 veees
G == T = 6~
H U .. 7 -
I V se™ g
J .7 W 9 —===
K == X =ae= Fullstop o=+~ o~
L = ¥ === Comma == ..~
M —= 7 ==gs Query «a™" ..

Kuva 4.2: Morse-koodi.
Esimerkki 4.3. Sahkotyksessa kaytetyn Morse-koodin aakkosto on
D = { -, —, Kkirjainten vili, sanojen véli}.

Koodi on esitetty kuvassa 4.2. Huomaa, ettd lyhimmé&t koodisanat on varattu
(englanninkielessd) useimmin esiintyville kirjaimille e,t,. ... Koodisanat ovat
pisimmét harvinaisemmille kirjaimille: z, q, .. .. Katso myos kuvassa 4.3 ole-

vaa englanninkielen kirjainten frekvenssitaulukkoa. I
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[Letter i'Frequency Letter Frequency

a 008167  n | 006749
b 001492 o | 007507
c 002782 p 001929
d 004253 q | 000095
e 0.12702  r | 005987
f 1002228 s | 006327
g 002015 t | 009056
h | 006094 u | 002758
i 006966 v | 000978
j 000153 w 002360
| k 000772 x | 0.00150
1 004025 y 001974
' 'm | 002406 z | 000074

Kuva 4.3: Englannin kielen kirjainten suhteelliset frekvenssit (Robert Edward
Lewand: Cryptographical Mathematics, Mathematical Association of America

Press, (2000)).

Maéaritelmi 4.3. Koodi C on ei-singulaarinen, jos se on injektio, eli ehdosta

x1 # To seuraa, ettd C(xy) # C(xq), x1,19 € X.

Selvéstikin ei-singulaarisuus on minimivaatimus dekoodauksen tédydelliselle

onnistumiselle.

Maiaritelmi 4.4. Koodi C on yksikasitteisesti dekoodattavissa (yd), jos sen

laajennus C' on ei-singulaarinen.

Huomautus. Yksikésitteisesti dekoodattava koodi on tietysti ei-singulaari-

nemn.

Esimerkki 4.4. Olkoon X = {a,b,c,d}, D = {0, 1} ja tarkastellaan koodia
C,

QL o o 2

—_ o O

[ R
o



C on selvésti ei-singulaarinen, mutta ei yksikésitteisesti dekoodattava: C'(b) =

C(ca) = C(ad) = 010. I

Olkoon dy ---d, € D*. Jos 1 <[ <k, niind;---d; on dy - - - dy:n etuliite.

Maaritelma 4.5. Koodi C' on vdliton, jos minkddn symbolin x € X koodi-

sana ei ole jonkin toisen symbolin z’ € X koodisanan etuliite.

Siis: vélittomassa koodissa ei ole symboleja z, 2" € X, x # 2/, joille C(x) =

C(2')dy - - - dy joillekin dy, .. ., dy € D.

Esimerkki 4.5. Koodi C:

x Cy(x)
a 0
b 100
c 101
d 11

on valiton.

Koodi Cs:
x Cy(x)
a 0
b 01

ei ole viliton, koska 0 on 01:n etuliite. I

Huomautus. Vilitén koodi on ei-singulaarinen, koska jos C'(z) = C(2') ja

x # 2, on C(z) C(2'):n etuliite (ja pdinvastoin).
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Pétee enemmankin: véliton koodi on yksikésitteisesti dekoodattavissa. Sillé,

olkoon

C(z1)-+-C(zn) C(z)-C(a),)

Luetaan jonoa d; - - - d vasemmalta ja olkoon

C(z) =dy---dp,

1 <Ll <k Josl#1U,onC(x) C(x))mn etuliite tai painvastoin. Siis [ = I’
ja C(z1) = C(2}). C on ei-singulaarinen, joten z; = ). Néiin jatketaan

loppuun.

Valitén koodi on tulkittavissa (dekoodattavissa) vélittomésti, sitd mukaan
kun viestia luetaan. Yksikasitteisesti dekodaattavalla koodilla el ndin valtta-

matta ole.

Esimerkki 4.6. Tarkastellaan koodia C,

x C(z)
a 0
00---001

Koodi on selvisti yksikésitteisesti dekoodattava. Oletetaan, etté vastaanote-

taan viesti 00 ---001. Selvésti tdméa voidaan tulkita vasta, kun viimeinenkin
—

n+1
bitti on néhty. I

Koodille C' on siis voimassa:
C viliton = C' yksikésitteisesti dekoodattavissa = C' ei-singulaarinen.

Implikaatiot eivdt péde toiseen suuntaan.
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Taso 1

00 01 10, 11 Taso 2

Taso 3
000 001 010 011 100 101 110 111

Kuva 4.4: Kahteen symboliin perustuvan (binéérisen) koodin tulkinta puu-

rakenteena.

4.2 Kraftin epiayhtilo

Tésséd luvussa todistettavan epéayhtélon esitti MIT:n maisterin tutkielmas-

saan L.G. Kraft vuonna 1949.

Olkoon C' : X — D* koodi, |X| = m, |D| = D. Merkitdan symbolien z € X

koodisanojen C(z) pituuksia [y, ..., .

Jotta koodi olisi valiton, eivit kaikki koodisanat voi olla lyhyité, silla lyhyilla

koodisanoilla on vaara esiintyé etuliitteind.

Lause 4.6 (Kraftin epayhtilo). On olemassa vdliton koodi koodisanojen pi-

tuuksilla ly, ..., 1y, jos ja vain jos

Y ph<l (4.1)
=1

Todistus. Tarkastellaan valitontd koodia, jolle yleisyytta rajoittamatta voi-
daan olettaa, ettd D = {0,1,...,D — 1} ja iy < --- < [,,,. Koodisanojen
voidaan ajatella olevan solmuja puurakenteessa, jonka kertaluku on D ja sy-
vyys l, (=tasojen lukuméérd). Esimerkiksi, jos D = {0,1} ja l,, = 3, on
tilanne kuvan 4.4 mukainen. Vastaavasti, jos D = {0, 1,2}, [, = 2 on tilanne

kuvan 4.5 mukainen.
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00 01 2 10 11 2 20 21 2

Kuva 4.5: Kolmeen symboliin perustuvan koodin tulkinta puurakenteena.

Koodisanat ovat puun solmuja ja kun koodi on viliton, leikkaantuu koodi-
sanan alipuu pois, koska kyseessé oleva koodisana on alipuun solmujen etu-
liite. Esimerkiksi koodi {0, 10,111} on véliton ja sitd vastaava binddripuu on

esitetty kuvassa 4.6.

Nyt i:s koodisana (pituus, taso [;) leikkaa pois D'~% alimman tason "pite-
solmua” (lehte#i). Pidtesolmuja on tiydellisessi puussa yhteensi D' kappa-
letta. Kaikki m koodisanaa leikkaavat pois yhteensa i D'm=li pastesolmua.
Siten . -

ZDlm—li < Dim.

i=1

eli

Néin tulos (4.1) pétee.

Kéaéntéden, olkoot Iy, ..., 1, € N sellaisia, ettd (4.1) patee. Oletetaan edel-
leen, ettd [; < --- <,,. Valiton koodi konstruoidaan valitsemalla m solmua

kertalukua D olevasta puusta, jonka syvyys on l,,.

Valitaan ensin miki hyvinsi solmu tasolta I, koodisanaksi. Tallsin D'm—h

padtesolmua putoaa pois. Jos m = 1, lopetetaan. Jos m > 2, on oletuksen

ij D™ <1,
=1

mukaan
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111

Kuva 4.6: Vilitontd koodia {0,10,111} vastaava binédéripuu.
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joten

D' Zm: D < D',

=1
eli
m
2 : Im—1; l
D m i S D m’
=1
missé
m m
i=1 =2

Siten D'=~h < D= ja jiljelld tiytyy olla vield pidtesolmuja. Siten tasolla I,
on jéljelld solmuja (muuten ei ole padtesolmujakaan). Valitaan sieltd solmu

koodisanaksi. Jos m = 2, lopetetaan.
Jos m > 3, on nyt

=3

joten Dim~h 4 Dlm=l2. < Dlm ja jiljelld on vield paitesolmuja. Siten on tasolla
[3 solmuja. Valitaan niista yksi koodisanaksi ja jatketaan kuten edelld, kunnes

kaikki koodisanat on valittu. O

B. McMillan esitti vuonna 1956 seuraavan Kraftin epéyhtélon yleistyksen.

Lause 4.7 (McMillanin epéyhtilo). On olemassa yksikasitteisesti dekoodat-

tava koodi koodisanan pituuksilla ly, ..., 1, jos ja vain jos (4.1) pdtee, eli

Zm: D7l < 1.
=1

Todistus. Jos (4.1) patee, 16ytyy véliton koodi koodisanojen pituuksilla l1, . .., I,
eli 16ytyy myos yksikésitteisesti dekoodattava koodi. Olkoon koodi C' sitten

vksikésitteisesti dekoodattavissa. Olkoon edelleen

m T

> D= "m;D7, (4.2)
j=1

=1
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missd 7 = max{ly,...,l,} ja
my = |{i | l; = j}|

(jm pituisten koodisanojen lukuméérid). Kun n € N, saadaan

y mijj = : milDﬂ'l R mianin
j=1
j=

i1 enyin=1
et (4.3)
nr
=z( > mm) D+
k=n \ii++in=k
Huomaa, ettd 1 < iy,...,4, <r, joten n <1y + -+ 14, < nr. Merkitddn
Ny, = Z My, == My, .

Nyt pétee:
i {xl x ; 1 x }

eli N on sellaisten n:n pituisten viestien lukumééré, jotka koodattuna ovat
k:m pituisia. Siten N;, < D¥, koska koodi on yksikisitteisesti dekoodattavissa.
Nyt ehdon (4.3) nojalla

nr

(ijDJ) :ZN;CD”‘CS l=nr—nmn+1<nr
j=1 k=n

k=n

Siten ehdosta (4.2) saadaan
m
1 1 1
ZD’” < (nr)n =rnnn.
i=1
Viite seuraa, koska n € N oli mielivaltainen ja

) 11 . 1. 1
lim r=n» = lim r» lim n» =1,
n—oo n—oo n—oo

s L g
silli nn = en'n" ja %lnn: —%ln% — 0, kun n — oo. O
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4.3 Shannonin ensimmainen lause

Kuten edelld, olkoon X ~ p(x) ja olkoon X:n arvojoukko X, |X| = m.
Tarkastellaan koodiaakkostoa D, |D| = D ja koodeja C' : X — D*. Edelleen,
merkitdén symbolien z € X koodisanojen pituuksia [(x) ja todennéakoisyyksid

p(z) hieman yksinkertaisemmin

ll,...,lm, P1y---3DPm-

Keskimaariinen koodisanan pituus on

L=1(C) = 3 pl@ila) = 3 pil

zeEX

Lause 4.8. Yksikisitteisesti dekoodattavissa olevalle koodille pdtee

H(X)
> Tog D (4.4)
ja yhtdsuuruus pdtee jos ja vain jos p; = D7, i=1,...,m.
Todistus. Olkoon
Db
G = , 1=1,...,m.
> D
j=1

Silloin > ¢; = 1 ja lauseen 2.8 nojalla saadaan

1=1
- sz‘ logp; < — Zpi log g;
i=1 i=1

eli

= - sz'(—lz') log D + zm:pz‘ log (i Dlj)
j i=1 j=1
=log D i lip; + log (i le> .
i=1 j=1
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Tassa lepZ = L ja McMillanin epdyhtélon nojalla ZD i < 1, joten
i=1 7j=1

H(X) < LlogD eli (4.4) patee.
Yhtélo pétee jos ja vain jos p; = ¢; kaikilla ¢ = 1,...,m (lause 2.8) ja
3" D7t = 1. Siten yhtilo piitee jos ja vain jos p; = D% kaikillai = 1,...,m
j=1

O
Huomautus. Ndemme, ettd optimaalisessa (keskiméérin lyhimméssi) koo-

dissa:

p; suuri < [; pieni , p; pieni < [; suuri .

Huomautus. Voitaisiin mééritelld ”D-kantainen entropia”,

==Y p(x)logp p(x

TEX
jolloin
| ; logt
0 = ——
&0 log D
ja edelleen
H(X)
Hp(X) = .
p(X) log D

Silloin ehdon (4.4) mukaan L > Hp(X).

Oletetaan seuraavassa, ettd p; > 0,7 = 1,...,m. Optimaaliset koodisanojen

pituudet olisivat edellisen lauseen mukaan sellaiset [;, joille

D™ =p,
eli
—l;log D = log p;
eli log 1
i:bg—%, i=1,...,m.
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Ongelma on siiné, ettd oikean puolen luku ei yleensé ole kokonaisluku. Voi-

daan kuitenkin ottaa

l logpii =1 4.5
i = @ , t=1...,Mm, ( . )
jolloin
log + og +
Di ; Di 1 :1
log D logDJr P TT e
Talloin . .
Zpilogo- pilog =
- < lipi < K ;
o (X) (X)
H(X H(X
<L< 1.
logD — log D +

Kraftin epayhtélosta seuraa, ettd on olemassa viliton koodi, jossa koodisa-

nojen pituudet ovat (4.5), silla

1
m ’Vlog Pi

- lng“ m _% m . ’ m
> D <Y D s =) DO =) p =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Tallaista koodia sanotaan Shannonin koodiksi. Sill siis padsee yhden paahén

keskimédrin lyhimmaéastd mahdollisesta koodisanan pituudesta.

Harjoitustehtédvina osoitetaan, ettd on olemassa véliton koodi C*, joka mi-

nimoi keskiméériisen pituuden L(C). Siten on todistettu:

Lause 4.9. Keskimddrin lyhimmdn vdlittomdn koodin keskimddrdiselle pi-

tuudelle L* pdtee
H(X H(X
X) e LHE)
log D log D

Lauseiden 4.8 ja 4.9 tuloksia sanotaan usein Shannonin ensimmaiseksi lauseek-

si. Muita nimityksid ovat "Source Coding Theorem” ja "Noisless Coding Theo-

7

rem .

Huomautus. Jos joillain ¢ on p; = 0, voidaan menetelld seuraavasti:
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1. Valitaan positiivisia p; vastaamaan sellaiset [;, etta

1 1
log D ~ log D

2. Silloin Y D7l < 1, joten voidaan valita [;:t mys niille 7, joilla p; = 0
p;>0

ja edelleen pitee > D7l < 1.
i=1
3. Kraftin epayhtéalostd saadaan véliton koodi, jolle

H(X H(X
AX) _p HX)
log D log D

koska p; = 0 termit eivét vaikuta mitédéan.

4. Selvésti C* 16ytyy myos nyt: todennékoisyyksia p; = 0 vastaavien koo-

disanojen pituuksilla ei ole merkitystd minimoinnissa.

Siten yleiselle p(x) patee

+ 1.

logD — = logD

Edelléd informaatioléhteen tuottamien peréttéisten symbolien riippuvuudesta
ei oletettu mitdén; vain pistetodennékoisyydet p(x) olivat kdytossd. Siten

teoria sopii vaikka luonnollisen kielen koodaukseen.

Jos peréttaiset symbolit X; ovat riippumattomia, voidaan paésta tehokkaam-

paan koodaukseen tarkastelemalla symbolilohkoja.

Esimerkki 4.7. Olkoon X ~ p(z), X1, Xs irigp(x) jaY = (X, X»). Kooda-

taan symboleja nyt kahden pituisissa lohkoissa:

| informaatioliihde] % — C(Y)
= 1,A2

Olkoon viestiaakkostona X = {a,b} ja olkoot symbolitodennékésisyydet ja

koodaus mééritelty seuraavien talukoiden mukaisesti:
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v plx) C(x) y p(y) Cl(y)

a 3/4 0 aa 9/16 0

b 1/4 1 ab  3/16 10
ba  3/16 110
b 1/16 111

Silloin X:n keskimé&édriinen koodisanan pituus on

3 1
L=1--+4+1--=1
4Jr 4 ’
ja Y:lle se on
9 3 3 1 27
L —=1.24149.°2 .2 L
16+ 16+3 16+3 16 16

Kuitenkin Y:lle keskimééarainen koodisanan pituus per alkuperdinen symboli

on vain

27/16 27

_ 2l
5 32"

Yleisesti, olkoon Xi,..., X, w p(z) ja olkoon C' : X" — D* koodi satun-
naisvektorille (X7,...,X,). Olkoon [(xy,...,z,) koodisanan C(xy,...,z,)

pituus ja

1 1
Ly =La(C) = ~EI(X,,..., X,) = ~ > Uy, z)p(an, T

keskimédridinen koodin pituus per symboli. Edella esitetyn perusteella 16ytyy

véaliton koodi, jolle

H(Xy,. .., X)) 1 H(X.,...,X,) 1
log D - n log D n’

1
n
Téassd lauseen 2.16 nojalla

H(Xy,...,X,) =Y H(X;)=nH(X),



koska X1,...,X, % p(z). Siten

H
X)) o HX) L
log D logD n

ja keskimé&éridinen koodin pituus saadaan mielivaltaisen lahelle (D-kantaista)

entropiaa, kun n — oo, eli lohkon koko kasvaa rajatta.

Téssa yhden koodisymbolin tehottomuus esimerkiksi Shannonin koodissa siis

oleellisesti jaetaan n:n symbolin kesken tasan.

Yleisemmin pétee:

Lause 4.10. Olkoon (X,,) stokastinen prosessi. Keskimddrin lyhimmdn koo-

din keskimddrdiselle pituudelle per symboli L) pdtee

HXy, oo Xo) 1 HX, o Xy) L

log D n log D n

1
n

Jos (X,,) on stationaarinen, on

HX
lim L) = ( )
n—oo lOg D
Todistus. Seuraa edelld sanotusta ja lauseesta 3.10. O

Esimerkiksi kun D = 2, H(X) ~ pienin keskiméérin tarvittavien bittien

lukumééra per symboli, kun n on suuri.

4.4 Optimaalinen koodaus

Olkoon p(z) > 0 kaikilla z € X. Optimaalista eli keskimddrin lyhintd yk-

sikésitteisesti dekoodattavaa koodia haettaessa riittda rajoittua valittémiin

koodeihin:

Lause 4.11. Pqdtee

min{ L(C) | C yksikésitteisisti dekoodattava} = min{L(C) | C' viliton}.
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Todistus. Olkoon C* viliton koodi, jolle
L(C*) = min{L(C) | C valiton}.
Koska viliton koodi on yksikésitteisesti dekoodattavissa, pétee tietysti
min{L(C) | C yksikésitteisesti dekoodattava} < L(C™). (4.6)

Oletetaan, etté 10ytyy yksikésitteisesti dekoodattava koodi C”, jolle L(C") <
L(C™). Olkoot I}, ..., 1! koodisanojen pituudet koodissa C”. Lauseen 4.7 (Mc-
Millanin epayht&ls) nojalla

zm:Dli <1
=1

Mutta silloin lauseen 4.6 (Kraftin epéyhtalo) mukaan on olemassa véliton

koodi C"”, jossa koodisanojen pituudet ovat l7, ..., . joten
L(C") = L(C") < L(C™),

miké on ristiriita, koska L(C™*) oli pienin keskiméériinen koodin pituus vé-
littomélle koodille. Siten L(C') > L(C*) kaikille yksikésitteisesti dekoodatta-

ville koodeille C', jolloin siis
min{L(C) | C yksikésitteisesti dekoodattava} > L(C™). (4.7)

Nyt véite seuraa tulosten (4.6) ja (4.7) nojalla. O

Shannonin koodin generointi on hieman vaivalloista. Lisdksi koodi ei ole vlt-
taméatta optimaalinen. Yksinkertaisen optimaalisen valittoméan koodin kon-
struoi ensimmaéisend David Huffman 1951. Koodia kaytetdédn monissa sovel-
luksissa, mm. JPEG, MP3, ZIP jne. Koodin optimaalisuuden todistus on
"alkeellinen” mutta pitkdhko. Katso esimerkiksi Coverin and Thomasin kir-
jan [3] lukua 5.8 tai Ashin kirjan [2] lukua 2.6. Huffmanin koodin idea selvidé

parhaiten muutamalla esimerkill&.
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p(x)

0.25 0.3 0.45 (0 0.55%1.0
0 b 029X 0259/ 03 0.45 7 (D

11 c 0.2 0.25 0.25 @

(e}

=12
=

|8

000 d 0.15 0.2 @

@

001 e 0.15

Kuva 4.7: Esimerkki bindarisestd Huffmanin koodista.

Esimerkki 4.8. Olkoon D =2, D = {0,1} jaX = {a,b,c,d, e}. Koodauksen
periaate on esitetty kuvassa 4.7. Selvyyden vuoksi on hyva jérjestda symbolit
koko ajan todennékoisyyksien mukaan, milld ei kuitenkaan ole vaikutusta

lopputulokseen.

Koodin periaate on seuraava:

1. Yhdistd pienimmét todennédkoisyydet kunnes jéljelld on todennékoi-

syys 1.

2. Koodaa viimeinen pari symboleilla 0,1.

3. Etene lopusta alkuun lisdten haarautumiskohdassa aina 0 ja 1 koodin

loppuun.

Esimerkiksi:

e: 0 — 00 — 00 — 001
c:' 1 — 1 — 11 — 11

Helpompaa on ehké ldhted alusta ja lisata 0 ja 1 koodin alkuun yhdistdmis-
kohdassa:
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p(x)

0.25 05————>1.0

2
=
| &

~|
S

CSlS

2 b 0.25 @ 0.25
00 c 0.2 0.25
01 d 0.15

@)

02 e 0.15

Kuva 4.8: Esimerkki Huffmanin koodista kolmea koodiaakkosta kéyttéen.

e: 1 — 1 — 01 — 001
c: 1 — 1 — 11

Selvistikin ne x:t, joilla suuri p(x) saavat lyhimmét koodit. Keskiméarainen

koodin pituus on

L=2-02542-0254+2-02+3-0.15+3-0.15=2.3

Huffmanin koodin optimaalisuuden todistuksen idea on seuraava:

1. Osoitetaan ensin, etté jos koodi on optimaalinen vaiheessa k (k:n yhdis-
tamisen jélkeen), saadaan siitd 0,1 lisdyksilld optimaalinen koodi vai-

heessa k — 1.
2. Viimeisen parin koodi 0,1 on optimaalinen.
3. Suoritetaan induktio lopusta alkuun.

Esimerkki 4.9. Olkoon D = 3, D = {0,1,2} ja X, p(z) kuten edella.

Koodaus on esitetty kuvassa 4.8.
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1 a 0.25 ——— 0.2 / 0.5 @ 1.0
2 b 0.25 ——— 0.25 // 0.25

(0)
00 ¢ 02— 0.2 0.257@

¢
02 d 0.1 0.2
010 e 0.1 0.1 ©
011 f 01
012 ¢ 0.0

Kuva 4.9

Nyt yhdistetdén aina kolme pieninté todennékoisyyttd. Viimeinen kolmikko
koodataan 0,1,2. Keskiméérainen koodin pituus on L = 1.5 (joukon {0, 1,2}
symbolia) I

Enté jos lopussa ei ole "oikeaa” méaérdd (D kappaletta) todennékoisyyksia?

Silloin lisétadn apusymboleja, joiden todennikoisyys on nolla.

Esimerkki 4.10. Olkoon D = 3 ja X = {a,b,c,d,e, f}. Apusymbolia g
kéyttden tehty koodaus on esitetty kuvassa 4.9. Keskiméarédinen koodin pi-

tuus on nyt L = 1.7 I
Huffmanin koodin erds kiytdnnon ongelma on se, ettd (kun D = 2), pdédstdin
vain yhden bitin pddhén alarajasta H(X):

H(X)< L' < H(X)+1.

Esimerkki 4.11. Kun X = {a, b}, D = {0, 1}, niin optimaalisessa koodissa
on tietysti 1 bitti/symboli ja siis L* = 1. Kuitenkin voi hyvin olla, ettd
H(X) < 1. I
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Ratkaisu on Huffman-koodata lohkoja (X, ..., X,,), jolloin lauseen 4.10 mu-

. ( 1 ) n) < [; < . ( 1 ) n) .
n IOgD n IOgD n

Ongelmana on nyt se, ettd pitdd laskea valtava médrd todennédkoisyyksia
p(zy,...,x,) ja konstruoida iso taulukko. Ja, jos n vaihtuu, kaikki menee
uusiksi. Erdén ratkaisun tarjoaa ns. aritmeettinen koodaus (katso [3] luku
5.10, [5] luku 6.2). Aritmeettista koodausta voidaan my6s mukauttaa (adap-
toida) dynaamisesti todenndkoisyyksien p(z1,...,z,) muuttuessa ajan mu-

kana.
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Luku 5

Koodaus tiedonsiirrossa

5.1 Kapasiteetti

Tarkastellaan ns. diskreettid kanavaa

kanava
py | )

Téssé x on nyt syote sydteaakkostosta X, |X| = m ja y on tuloste tulosteaak-

kostosta Y, |Y| = 1. Luvut p(y | z), x € X, y € ), toteuttavat ehdot

(1) ply | z) > 0 kaikillax € X, y € ),

(17) > p(y | z) =1 kaikilla x € X.

yey

Tulkinta on se, ettd p(y | «) on tulosteen y € ) ehdollinen todennikoisyys,

kun syote on z € X.
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> 0
f
X N
f
1 .1
1—f

Kuva 5.1: Binddrinen symmetrinen kanava héiiriétasolla f.

Esimerkki 5.1. BSK (Binéérinen symmetrinen kanava. Vrt. luku 1.2.1). Nyt
X =Y =1{0,1} ja olkoon kohinataso 0 < f <1 (kuva 5.1).

Ehdollisten todennékoisyyksien muodostama matriisi on nyt
_ ((p(O0]0) p(1][0)\ _(1=f f
(ply | 2)) = = .
p(O1) p(1]1) foo1=

Yleisesti matriisia (p(y | x)) sanotaan kanavamatriisiksi:

X |- plylz) - :(p(y\:c))

Matriisissa ajatellaan, ettd X':n ja ):n alkiot on numeroitu jollain tavalla,

X ={x,...,xn} ja Y = {y1,...,y} jolloin kanavamatriisin alkio (i,j) on

p(y;la:)-

Olkoon sitten syote satunnaismuuttuja X ~ p(z) ja olkoon X:n arvojoukko

X. Maaritellaan
p(x,y) = p(x)py | ©).
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Silloin p(x,y) on pistetodennikoisyysfunktio, silla
D> py) =Y p@ply ) => p@)d plylz) =Y plz)=
zeX yey zeX yey zeX yey zeX

Téaméa pistetodennékoisyysfunktio méérdéd jakauman parille (X,Y) ja silloin

Py —y| X =} = 200 _ Pl 2)

@) - ple) Pwlo)

Edelleen, tuloste on nyt myos satunnaismuuttuja Y ja

ply) =P{Y =y} => pla.y)=> p)p(y|),

TeEX rzeX

kun y € ).

Kanavan lapi kulkevan informaation méaérad kuvaa satunnaismuuttujien X

ja Y keskindisinformaatio,
I(X:Y) = H(X) - H(X | Y),
joka kertoo miten paljon Y antaa informaatiota X:sté.
Esimerkki 5.2. Tarkastellaan X:n ja Y:n vélisen riippuvuuden aaripaité.

(1) X = g(Y) (X on Y:n funktio). Talloin harjoitustehtdaviné todistetun
tuloksen nojalla H(X | Y) =0ja I(X;Y) = H(X). Siten koko X:ssé
oleva informaatio siirtyy kanavan lépi. Y:n arvo kertoo tarkalleen miké
X oli.

(i) X LY, jolloin H(X |Y) = H(X) jaedelleen I(X;Y) = 0. Siten Y ei

kerro mitdadn X:sté eiké siis yhtddn informaatiota kulje kanavan lapi.

Yleisesti I(X;Y) tietysti riippuu X:n pistetodennikoisyysfunktiosta p(x).
Kanavan kapasiteetti méadritelliin sen lapi kulkevan informaation suurimpa-

na arvona, kun p(z) voi vaihdella.
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Maaritelma 5.1. Kanavan kapasiteetti on

C=supl(X;Y).

p(z)

Téssé siis sup otetaan yli kaikkien pistetodennikéisyysfunktioiden p(x).

Lauseen 2.12 perusteella

0 < I(X;Y) < H(X) < log ||,

joten
0<C <log|X]|.
Samoin
I(X:Y) = I(V; X) < H(Y) < log |,
joten

0<C <log|Y|.
Lisédksi edelld olevassa madritelméssa itseasiassa sup = max, kuten seuraava
lause osoittaa.

Lause 5.2. On olemassa sellainen pistetodenndkioisyysfunktio p*(x), ettd

C=supl(X;Y)=maxI(X;Y)=I"(X;Y),

p(z) p(z)

missd I*(X;Y) on X:n ja Y keskindisinformaatio, kun X ~ p*(x).
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Todistus. Saadaan

I(X;Y)=H(Y) - H(Y | X)
== py)logp(y) = > pl@)HY | X =z)

= g Lezxp(:c, y)} 1:;[;(17(:6’, y)}
=Y 00| = vty ) 0wty | )]
reX yey
_ _Z{lZp ply | @ } log [Zp(x’)p(y | w’)]}
yey (lLazex z'ex
+) > p(@)ply | 2)logply | ).
zeX yeY

Tama lauseke pitdd maksimoida, kun (p(x))zexr = (p1,--.,Pm) =P € 5,

S:{t:(tl,...,tm)eRm’Ogtl,...,tmgl,Ztizl}. (5.1)
=1

Merkinnéssé p siis ajatellaan, ettd symboleille x € X on sovittu jokin kiinted
numerointi X = {xy, ..., z,} ja ettd p; = p(x;). Huomaa, ettd luvut p(y | x)
ovat vakioita. Koska ¢t +— tlogt on jatkuva kuvaus R, — R, on siten I(X;Y)
jakauman todennikoisyyksien p = (p(x)).ex jatkuva funktio. S on kompakti

(suljettu ja rajoitettu), joten I(X;Y’) saavuttaa suurimman arvonsa jossain
p* = (p"(x))zex € S. O

Huomautus. Yleensi kapasiteetin C' laskeminen annetulle kanavalle on epé-

triviaali optimointitehtava.

Huomautus. Myohemmin tullaan osoittamaan, ettd tietyille kanaville C'
on itseasiassa tiedonsiirtonopeuden yldraja (bittid/ldhetetty symboli, bit-

tid/kanavan kdytto), jos halutaan mielivaltaisen pieni virhetodennékoisyys.
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Kuva 5.2: Hivioton kanava.

5.2 Esimerkkeji kanavista

5.2.1 HAavioton kanava

Téassda H(X | Y) = 0 kaikilla p(z). Nyt X mééardytyy Y:sté, koska X on Y:n
funktio todennikoisyydelld 1 (kuva 5.2). Harjoitustehtdvand on nimittdin

osoitettu, ettd kaikilla y joilla p(y) > 0 on tasan yksi x siten, ettd p(x,y) > 0.

Nyt
I(X:Y) = H(X) — H(X | Y) = H(X),

joten

C = log |X|,
ja se saavutetaan, kun p(z) ~ 1/|X|, x € X.

Esimerkki 5.3. Olkoon X = {0,1}ja Y ={1,2,3,4} ja

(p(y|x)):<1/2 1/2 0 0)

0 0 1/2 1/2

Kapasiteetti on nyt C' = log |X| = log2 =1 ja se saavutetaan, kun (p(z)) =
(1/2,1/2) (ks. kuva 5.3). I
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Kuva 5.3: Esimerkki haviottomaéasta kanavasta.

5.2.2 Deterministinen kanava

Téssd p(y | ) € {0,1} kaikilla x,y eli y madrdytyy az:std yksikésitteisesti
(todennékoisyydelld yksi). Nyt H(Y | X) = 0 kaikilla p(z), joten I(X;Y) =
H(Y) <log |V,

C =log|Y|

ja se saavutetaan, kun p(z) on sellainen, ettd p(y) = 1/|Y| kaikilla y.

Kuva 5.4: Hairioton kanava.
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Kuva 5.5: Esimerkki hy6dyttoméstd kanavasta.

5.2.3 HaAairioton kanava

Téma kanava on havicton ja deterministinen (kuva 5.4). Siten H(X | Y) =
H(Y | X) = 0 kaikilla p(z). Siis X on Y:n funktio todennékoisyydelld yksi
ja’Y on X:n funktio todennéikéisyydelld yksi. Nyt I(X;Y) = H(X) — H(X |
Y) = H(X), joten

C =log|X|

ja se saavutetaan, kun p(z) ~ 1/|X|, x € X.
5.2.4 Hyo6dyton kanava

Téssd I(X;Y) = 0 kaikilla p(z) eli X L Y kaikilla p(x), joten C' = 0. Siten

tuloste Y ei kerro mitdan syotteesta X.

Esimerkki 5.4. Olkoon 0 < o < 1 ja tarkastellaan kuvassa 5.5 olevaa kana-

(p(y | 2)) = (Z 1:3)
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ja selvésti p(y | z) = p(y) kaikilla z, y, joten X 1 Y ja kanava on hyodyton

5.2.5 Symmetrinen kanava

Téssé kanavamatriisille pétee:
e matriisin rivit ovat toistensa permutaatioita,
e matriisin sarakkeet ovat toistensa permutaatioita.

Esimerkki 5.5. Bindérisen symmetrisen kanavan (BSK) kanavamatriisi on

(")
foo1=7

eli se toteuttaa yo. symmetrisyyden vatimuksen. Samoin ndmé vaatimukset

toteuttaa vaikkapa matriisi

1/3 1/3 1/6 1/6
1/6 1/6 1/3 1/3

Lause 5.3. Olkoot symmetrisen kanavan kanavamatriisin rivin alkiot rq, ..., ry.
Silloin
:10g|y| _H(rla"-arl)'
Todistus.
I(X;Y)=HY)-HY | X) = )= pla)HY | X = ).
zeX

Tassa

HY | X=2)= Zpy\xlogpyh: erlogrj H(ry,...,m)

yeY
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kaikilla x, joten

I(X;Y) <log|Y| = H(ri,...,m) > pla)

zeX

=log|Y|— H(ry,...,1).

Toisaalta, jos p(x) = 1/|X| kaikilla z, on

=> pla)ply | z) = |X|Zp |

zeX TeEX

missé ¢ on kanavamatriisin sarakkeen summa (sama kaikilla y). Ja, koska

1=> ply) =1V ‘

yeY

on p(y) = 1/|Y| kaikilla y € . Télloin
[(va) :10g|y‘ _H(le"arl)'
U

Huomautus. Edelld olevassa lauseessa riitti, ettd kanavamatriisin rivit ovat
toistensa permutaatioita ja sarakkeiden summat ovat vakio. Téllaista kanavaa

sanotaan hetkosti symmetriseksi ja lause patee siis myos sille.

Esimerkki 5.6. Binéériselle symmetriselle kanavalle X = Y = {0, 1} ja

=log| Y[ - H(1 - f,f) =1 H(f).
(ks. kuva 5.6). I

5.3 Kapasiteetin laskeminen

Kapasiteetin laskeminen vaatii yleensd numeerista optimointia. Seuraavassa

tatd ongelmaa tarkastellaan vain teoreettisesti.

Palautetaan mieleen, ettd joukko B C R™ on konwveksi, jos ehdoista t,t' € B,
0 <a <1 seuraa, etté at + (1 — a)t’ € B (kuva 5.7).
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f
Kuva 5.6: Funktio H(f).

Maéritelmi 5.4. Olkoon B C R™ konveksi. Funktio g : B — R on konkaawvi,
jos ehdoista t,t' € B, 0 < a < 1 seuraa, etta

g(at + (1 — a)t’) > ag(t) + (1 — a)g(t).

(Vrt. kuva 5.8).

Selvisti joukko (5.1),

S:{t:(tl,...,tm)eRm Ogtl,...,tmgl,Zti:1}
=1

on konveksi. Kuten lauseen 5.2 todistuksessa, ajatellaan I(X;Y):ta vektorin

p= (p(x))xeX € S funktiona S — R.

Lause 5.5. I(X;Y) on konkaavi.

Todistus. Olkoot pi(x) ja po(z) pistetodennékdisyysfunktioita, 0 < a < 1 ja
p(z) = ap1(z) + (1 — a)pe(z). Merkitddn niitd vastaavia suureita I1(X;Y),
L(X:Y), I(X;Y) jne.
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Kuva 5.7: Konveksi joukko B.

Nyt tulee osoittaa, etta

[(X:Y)>aL(X;Y)+ (1—a)L(X;Y).

Olkoon
A=1(X;Y)—a[(X;Y)— (1 —a)l(X;Y)
— H(Y) = H(Y | X) — a[H,(Y) = Hy(Y | X)
— (1 =a)[Hy(Y) = Hy(Y | X)].
Téassa

HY | X)==> > plz,y)logp(y | z)

zeX yey
=—a> > pi(@)py | z)logp(y | z)
zeX yeY
(1—a) Y Y pala)p(y | z)logply | =)
zeX yey

=aH{(Y | X))+ (1—a)Hy)(Y | X),
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t at + (1 —a)t’ t

Kuva 5.8: Konkaavi funktio g R':ssé.

joten
A=HY)—aH(Y)—(1—a)HyY)
[ > pi(y)logp(y) + > pi(y) logpa(y ]
yey yey
(1—a) [ Zpg ) log p(y +Zp2 ) log pa(y ] .
yey yey
Tassa )
- Zpl Jlogp(y) + > pi(y)logpi(y)| >0
L yeY yey .
ja ]
= p2(y)logp(y) + > pa(y)logpa(y) | =0
L yeY yey .

lauseen 2.8 nojalla, joten A > 0.
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Kuva 5.9: Lemman 5.6 todistuksen havainnollistus.

Olkoon S edella oleva konveksi joukko (5.1) ja
RT:{’G: (t1, .y tm) | t1, .ot > 0,
T={t="(ts, .- tm) | t1,. .., tm > 0} (5.2)

Lemma 5.6. Olkoon g : R? — R, g|S konkaavi ja g|T differentioituva.
Oletetaan, etti t* € SNT ja Vg(t*) = 0. Silloin g|S saa suurimman arvonsa
pisteessd t*:

g(t) < g(t*) kaikillat € S.

Todistus. Oletetaan, ettd t' € S, t' # t* ja g(t') > g(t*) (kuva 5.9). Nyt g|S

on konkaavi, joten kaikilla 0 < a < 1 pétee

g(t* + (1 —a)(t' — t*)) — g(t*) g(at* +(1- a)t’) — g(t*)

1—a 1—a
S ag(t) + (1 —a)g(t) —g(t") _ (1 —a)lg(t’) —g(t7)]

1—a 1—a
=g(t) —g(t") > 0.

Kun a — 1, niin 1—a — 0 jandhd&én, ettd g:n suunnattu derivaatta pisteessé
t* suuntaan t’ — t* on aidosti suurempi kuin nolla. Tamé on ristiriita, koska
Vg(t*) = 0 ja siis kyseessé oleva suunnattu derivaatta on (t' —t*)- Vg(t*) =
0. O

107



Lause 5.7. Olkoon |X| = |Y| = m ja oletetaan, ettd kanavamatriisi

(p(y | ) on ei-singulaarinen,

(ply | 2)) " = (qly, z)).

Olkoon
- ¥ awa)HY|X=0")]

d(z) = qly,x)2 =<« >0

yeY

kaikilla x € X. Silloin kanavan kapasiteetti on
-3 qly,x)HY|X=x)
yey
ja se saavutetaan, kun p(x) =27%d(z), v € X.

1

Huomautus. Olkoon 1 = | : | € R™. Silloin > p(y | ) = 1 kaikilla z,
yey
1

joten (p(y | x))l =1 ja edelleen 1 = (q(y,x))l. Siten

Z q(y,z) =1 kaikilla y,

reX

joten

> () =279 d(x)

reX xeX

=205 [ 5 gt B
yeY FxeXx

= 27020 — 1.

Siten p(z) = 279 d(z) on todella pistetodenniikdisyysfunktio.

Todistus. Meidan tulee maksimoida

==>> pl)ply | v)log [ > p()ply| x’)]

zeX yey r'eX
=) p@)ply | 2)logp(y | =)
zeX yey
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(vertaa lauseen 5.2 todistus) vektorin p = (p(z)) € S suhteen (vertaa (5.1)).
Kaavan oikea puoli on kuitenkin mééritelty kaikilla p € R ja siis méérit-
telee funktion ¢ : RT — R. Edelleen, ¢|T" (vertaa (5.2)) on differentioituva,
joten voidaan soveltaa lemmaa 5.6. Koska lopulta halutaan, ettd kuitenkin

> p(x) = 1, tarkastellaan Lagrangen funktiota

I(X;Y) + A(Zp(x) - 1) (5.3)

zeX

ja sen kriittista pistettd (p*(x)), jolle siis tulee olla

I(X;Y)+ )\( > pl) - 1)

8 ]
v'eX (p(2))=(p*(2))

0p(z)

kaikilla € X'. Nyt (5.4):ssé

d 0 ’
e [H(Y) CH(Y | X)} g s ;p(:c )

—ZaH py)+2py|xlogp(ylx)

yey y p(:L’ yey

~0 (5.4)

=—> ply| z)logp(y) IHQZpy\x HY | X =2)+ A

yeY

:—E—Zpym’logp() HY | X =xz)+ A\ (5.5)
yey

Siten vaaditaan (vrt. (5.4)), ettd (5.5) haviad, eli

1
— A+y§}py\xlogp(y) ~H(Y | X =) (5.6)

kaikilla x € X. Koska > p(y | ) = 1 kaikilla z, on tdméa
yey

1
S bty )| g = A+ owplo)] =~V | X =)
yey
kaikilla x € X. Ratkaisemalla yhtéloryhmé kerroinmatriisin kdannolla saa-
daan siten

LN togp(y) = - 3 aly, ) HY | X = 2)

In2
reX
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kaikilla y € Y, missé siis (¢(y,z)) = (p(y | x))_l. Siten

2(a), W) =2 [ =, awaynrix=] | 57)

Edelleen,

py) => plz,y) =D ply|x)p(z) kaikillay,

reX TeEX

joten
px) = q(y,x)p(y) kaikilla z,
yey
ja siis edelleen
[- % aa)H(Y[X=0"]

pla) =22 77 Y qly,x) 2 e

yey

d(w)>0

Erityisesti p(z) > 0 kaikilla x joten (p(z)) € T (vrt. (5.2)).

Valitaan nyt sellainen A, ettd > p(x) =1, eli
TeEX

~ % qlya)H(Y|X=a")]

2w ZZq(y,m[ =1,

zeX yey

eli [ ]
— > gy ) H(Y|X=x') 1
A=—log) 2 oex +—. (5.8)

In2
yey

Olkoon (p*(z)) néin saatu pistetodennékéisyysfunktio. Koska funktio (5.3)
on selviisti konkaavi, on lemman 5.6 nojalla (p*(z)) (5.3):n maksimikohta

joukossa S. Selvéisti (p*(z)) my6s maksimoi /(X;Y)m joukossa S, koska
> p(z) =1, kun (p(z)) € S.

zeX
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Lasketaan vield kapasiteetti, eli 1(X;Y"), kun p(x) = p*(z). Kaavasta (5.6)

saadaan

==Y > p@py | x)logp (y) = > _pH@)HY | X =)

zeX yey TEX

= I'(X;Y)=C

eli

C:L_)\
In 2

Siten tuloksen (5.8) nojalla

logZZ —xEEXq (y,z)H(Y|X= x):|

yey

ja se saavutetaan, kun p*(z) = 2> mz d(z) = 2-C d(z). O

5.4 Muistiton diskreetti kanava

Syotetddan nyt diskreettiin kanavaan symboleita © € X lohkoissa:

X" 3 (xq,...,x,) — |informaatiokanava | —s (y1,...,y.) € V"

Kuten aikaisemmin, téllaista kanavaa sanotaan diskreetiksi, koska symboleja

x; syotetddn tietyssa tahdissa, yksi kerrallaan.
Kanavan ominaisuudet méérittelee funktiojoukko

p<y17"'7yn‘x17"'7'rn)7 nENJru
joille
p(yl,---,yn|$1,--.,l’n) >0
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kaikilla (z1,...,2,) € X", (y1,...,yn) € V" ja

Z Py Yn | Ty x,) =1

(yh---,yn)E)}"
kaikilla (z1,...,x,) € X" Téssi
p<y17"'7yn | xlw"axn) :pn<y17---7yn | xlw"axn)

eli n:n pituiselle sydtteelle on oma, indeksista n riippuva funktionsa, n € N,.

Tulkinta on se, ettd p(y1,...,Yn | Z1,...,2,) on tulosteiden (yi,...,y,) eh-

dollinen todennékéisyys, kun syote on (x4, ..., x,).

Kuten aikaisemmin, merkitdan

n

= (x1,...,2,),

yn:(yl’..-,yn), n€N+,

Maaritelma 5.8. Diskreetti kanava on muzistiton, jos
kaikilla 2™ € X", y" € V" jan € N,.

Siis "p” kussakin p(y; | ;) on nyt sama py(y; | ;). On vain yksi kanavamatriisi

(p(y | x)), josta kaikki p(y™ | z"):t voidaan laskea.

Maaritellaan sitten

p(y"F 2™ = p(yr, o Yook | 1, 1)

Z p(y17"'ayn|xla"'7$n)7

Yn—k41s-Yn€Y

1<k<n-—1ja

PWn | 2"y ) = DWn | T2y Ty Yy e ey Y1)
p<y17"'7yn717yn ‘ .Tl,...,ﬂfn) (59)
p(y17"'7yn_1 | xl""?"/L‘n)

Tulkinta on, etta
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o p(y"F | 2") = todenniikoisyys, ettid tulosteen n — k ensimmiisti kom-

ponenttia ovat yi, . .., Yn_k, kun syote on (z1,...,z,),

o p(y, | 2™, y" 1) = todenniikdisyys, etti tulosteen n:s komponentti on

Un, kun n — 1 ensimmaéistd ovat yi, ..., y,_1 ja syote on (z1,...,T,).

Muistiton diskreetti kanava voidaan nyt luonnehtia seuraavasti:

Lause 5.9. Diskreetti kanava on muistiton jos ja vain jos

kaikilla ™ € X", y" € V", ne N, 1 <k<n-—-1.
Todistus. Oletetaan, ettéd (i) ja (i7) patevit. Silloin

i ns (5.9 e n n n—1y (0),() n— n—
p(y" [ 2") =" py" " 2)p(yn | 2" y" ) = p(y | 2 (Y | )

n

Induktiolla saadaan, ettd p(y™ | ™) = [] p(yi | =), joten kanava on muisti-
i=1
ton.

Kadnteinen puoli on harjoitustehtava. O
Huomautus. Nihdéin, etta

(1) y, riippuu vain vastaavasta syotteestd x,, ei aikaisemmista syotteisté

tai tulosteista. Kyseesséd on siis "muistiton kanava”.

(17) Tulosteet eivét riipu mydhemmin tulevista syotteistd. TAméa on luon-

teva "kausaalisuusehto”.
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5.5 Koodaus ja dekoodaus

Luvussa 4 tarkasteltiin viesteja x;-- -z, , x; € X, i =1,...,k, joita koodat-
tiin koodisanoilla C'(zy -+ 2x) =dy---d;, d; € D, i=1,... L.

Téssé luvussa tarkastellaan viestejé, jotka on koodattu n:n pituisilla koodi-
sanoilla. Koodisanat syotetdan kanavaan ja siksi kdytetddn koodiaakkostona
jatkossa joukkoa X. Alkuperiisten viestien sisilloilli ei ole merkitysté. Ole-

tetaan vain, ettd niitd on M kappaletta ja numeroidaan ne 1,2,..., M.

Kooderi on kuvaus C': {1,..., M} — &X™,
C(j) =a"(j) = (1()), ..., za(j)) € X", j=1,..., M,

x™(j) = viestin j koodisana.

Kaaviona:
viesti __, [kooderi| 2"() inf.%anaxa Y. |dekooderi| — j
J C py" [ ") g

Téssd dekoodattu viesti 7 on siis arvaus alkuperéisen viestin j siséllosta.

Dekoodaus perustuu siihen, ettéd vastaanottaja tietdd mita koodisanoja 2" (j)

ldhetyksessa kédytetaan.

Dekooderi on jokin deterministinen funktio g : Y* — {1,..., M}, 7 = g(y").

Maaritelma 5.10. Olkoon M,n € N,. (M,n)-koodi on pari (C,g), missi
C:{l,...,M} — X" on kooderi ja g : Y" — {1,..., M} on dekooderi.

Koodisanaa C(j) = 2"(j) vastaavan tulosteen y" jakaumaa kuvaa p(y" |

x"(])) Dekooderi g tekee virheen, jos g(y™) # 7, kun sy6te oli x™(j).

Maaritelméa 5.11. (M, n)-koodin (C, g) viestin j virhetodenndikdisyys on

A= > py"2"()) (5.10)

y’ﬂ
g(y™)#j
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Siis A; on todennékdisyys, ettéd viesti j dekoodataan véérin.

Maaritelma 5.12. (M, n)-koodin (C,g) keskimddrdinen virhetodenndikii-

sYyys on

=l

1 M
j=1

Maaritelmé 5.13. (M, n)-koodin (

on

Q

, 9) maksimaalinen virhetodenndkoisyys

A = max{\;,..., Ay}

Huomautus. Selvisti A < A\,

Jos viestit j valitaan satunnaisesti (ajatusta tullaan jatkossa kdyttdmaan

todistuksissa) jonkin jakauman mukaan,
J ~p(5),
voidaan myos médritelld virhetodennékoisyys
Fe=P{g(Y") # J},

eli todennékoisyys, ettd satunnaisesti valittu viesti dekoodataan véérin. Pa-

rilla (J, Y™) on nyt mééritelmin mukaan pistetodennékéisyysfunktio

p(y™) = p()p(y" | 5) = pG)p" | C(G)) = p()p(y™ | =™ ().

Nyt voidaan laskea myos satunnaismuuttujan (J, Z) jakauma, kun Z =

g(y™):

p(d,2) =P{J=jjag(Y") =2} =
P{J=jjaY"eg ()= > pUy").

yneg=1(2)
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Virhetodennékoisyydelle saadaan:

P, =

M=

> B{o(Y") £ J ja T =}

<
Il
—

P{J =gy P{g(Y") #j | J = j}

M-

<.
Il
—

-

(A

<.
Il
—_

Huomautus. Jos p(j) =1/M, j =1,..., M (J:1l4 tasainen jakauma), niin
LM
Po= - ; A= A

Kun vastaanotetaan y", optimaalinen (pienin virhetodennékoisyys P.) de-

kooderi ¢g* : Y* — {1,..., M} on ¢*(y") = j, jossa

m]aXIP’{J:j|Y":y"}:IP’{J:j'|Y":y"}.

Perustellaan tdméan dekooderin optimaalisuus. Ensinnikin Bayesin kaavan

nojalla

P{J =} P(Y"=y" | J=j} _pU)p(y"|2"()

P{J=j|Y"=y"} = P{Y" =y} p(y™) ’

eli 7 = g*(y") maksimoi tulon p(j)p(y™ | z"(j)). Siten, jos g on miké hyvéinsi
dekooderi,

p(g* (™) p(y™ | (9" (™)) = p(9(™) p(y" | 2"(9(¥™))), (5.11)
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kany" € Y, j=1,..., M. Siis kaikilla j,

M
L= P=> p() Zp

B UIESLL) NS serart)
j=1 =t g(yy"n) =Jj
=Y > p@)ey" [2"()
J=1 g(y™)=j
_ p(gy™) p(y™ | 2" (9(y™)))
yneyn
ST ) ol | 2 (W)
yneyn
—1- P

missd P on dekooderin ¢g* virhe. Siten
Py <P
ja g* on todellakin optimaalinen.

Tatad dekooderia on kuitenkin vaikea analysoida ja siksi tulemme kéytté-
médn dekoodauksessa tyypillisid joukkoja. Téllainen dekooderi on kuitenkin
asymptoottisesti optimaalinen. Ideana on asettaa g(y™) = j, kun (z™(5), y™)

n "yhteistyypillinen”.

5.6 Yhteistyypillisyys

Olkoon (X™,Y™) ~ p(a™, y") ja

p(a") = > p" "), ply") = Y pla"y").
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Maéaritelma 5.14. Olkoon n € N, ja ¢ > 0. Yhteistyypillisten jonojen
joukko A(En) on

A(n) — {(xn’yn) |2—n(H(X)+6) S p(xn) S 2—n(H(X)—5)’

€

an(H(X,Y)Jre) < p(xn’yn) < 27n(H(X,Y)7€)}_

Huomautus. Kun (z",y") on yhteistyypillinen, ovat z" ja y™ tyypillisid

maaritelman 3.1 mielessa.

Seuraava tulos on AEP parille (X,Y).

Lause 5.15. Olkoon (X1,Y1),...,(X,, Yy) %p(:c, y) ja e > 0. Silloin yhteis-
tyypilliselle joukolle AD pitee:

(i) lim P{(X",Y") e AV} =1,

n—o0

(ii) |AM™| < 2nHEXE) Likilla n ja jos § > 0, on

|A(€n)| Z (1 o 5) 2n(H(X,Y)fs)

)

kun n on riittdvan suuri.

(iii) Jos X™ ~ p(z™), Y™ ~ p(y") (siis X" ~ X", Y™ ~ Y™ ja X" L Y™,
on
P{(X:n’i;n) c A(En)} < 2—n(I(X;Y)—35)

kaikilla n ja jos 6 > 0, on
P{(X",Y") € AW} > (1 - g) 2 nIX)+39),
kun n on rittdvan suuri.
Huomautus. Olkoon n suuri. Silloin kohdan (i) mukaan tyypillinen syo-

te X" tuottaa tavallisesti tyypillisen tulosteen Y™ ja yhteistyypillisen parin
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(X™ Y™):
1 > P{Y" tyypillinen | X" tyypillinen }

_ P{Y™ tyypillinen ja X" tyypillinen } S P{(X™,Y") € A(en)} N
N P{X" tyypillinen} — P{X" tyypillinen} 1

—_

=1

kun apuna kaytetddn lauseita 3.2 ja 5.15. Siten

P{Y™ tyypillinen | X" tyypillinen } ~ 1.
Liséksi epayhtéloketjun oikeanpuoleinen suhde on

P{(X™, Y") tyypillinen | X" tyypillinen},

joten myos se on likimain 1. Samoin tyypillinen Y™ vastaa tavallisesti tyypil-
listd X™:44 ja yhteistyypillistd paria (X™, Y"). Toisaalta kohdan (iii) mukaan
riippumattomasti valitut jonot X" ja Y™ eiwvdt tavallisesti ole yhteistyypilli-
sid.

Todistus.

(7) Olkoon

B{" = {|-Llogp(X") — H(X)| > ¢},
By = {|-Llogp(y™) — H(Y)| > &},

B = {|-Llogp(X",Y") — H(X,Y)| > ¢}.

Nyt iid-oletuksen nojalla

n n n

p(=") = [ [ (), p(y™) = [ p(w), pa",y™) = [ [ p(2i, i),

i=1 i=1 i=1

joten

_% log p(X™) = _% Z log p(X;) = % > [ - logp(Xy)].

i=1
Heikon suurten lukujen lain nojalla
1
——logp(X") — E[ — logp(X)] = H(X) stokastisesti.
n
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Samoin
1 1 S
——logp(Y") — H(Y), ——logp(X",Y") — H(X,Y) stokastisesti.
n n

Siten lim P(B") =0,i=1,2,3.

n—oo
Toisaalta
{(X"y") e AWY = (B U B uB{") = (BI") n (BY) n (B,

(tdssd "¢” merkitsee joukon komplementtia) koska esimerkiksi (B?))c:sséi

1
——logp(X") — H(X)| <k,
n

eli
27n(H(X)+€) < p<Xn) < 27n(H(X)75)

ja vastaavasti p(Y™):lle ja p(X™, Y™):lle. Siten
1>P{(x",Y") e A"} =1-P(B" U B UB{")
>1- [P(B") +P(B") +P(B{")| — 1,

kun n — oo, koska IP’(BZ.(")) —0,kunn — 00, i=1,2,3.

(71) Kayttdmalla apuna joukon A" misritelmis saadaan

1= Z p(z"™, y") > Z p(z",y")

(zn,ym)eX ™ XY™ (xn’yn)eA(En)

Z 9—n(H(X,Y)+e) _ |A(6n)| 2—n(H(X7Y)+5)’

v

(@n,ym)eAl”
joten
‘A(En)| < 2n(H(X,Y)+€).
Ja, jos § > 0 ja n on niin suuri, ettd P{(X",Y") € A(en)} > 1 =6 (vrt. (7)),
on
1-0< Z p(x",y") < |A(5n)| 2—n(H(X,Y)—e)’

(@nym)ea
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joten
|A(€n)| Z (1 . 5) 2n(H(X,Y)—a).

(7ii) Nyt siis X" ~ p(z™), Yn o~ p(y™), X" 1 Y™, joten ()?",}7") ~
p(e")p(y"). Siten
P{X"Y") e AW} = > pla")py")
(@ ym)ea
< Z 27n(H(X)75) an(H(Y)fs)
(@ gym)eAl”
(%) 2n(H(X,Y)+6) 2—n(H(X)—6) 2—n(H(Y)—5)

— g nlI(XY)=32)
koska —H(X,Y)+ H(X)+ H(Y) =I1(X;Y).

Viimein, kun § > 0 ja n on riittdvén suuri, on AW midritelmin ja kohdan

(1) nojalla

P{X"Y") e AW} = > pla")py")
(@ gym)eAl”
> (1 o 5) 2n(H(X,Y)f€) an(H(X)Jrs) 27n(H(Y)+€)

— (1 - 5) 27n(I(X;Y)+3€).

Maaritelméa 5.16. (M, n)-koodin (tiedonsiirto)nopeus on

_ log M
on

R (bittid per symboli/kanavan kiytto).

Tamé méairitelmé voidaan tulkita seuraavasti. Jos viesteja on M = 2! kap-
paletta, on R = [/n. Siten virheettoméssé tiedonsiirrossa koodilla voidaan
lihettds R bittid per syGtesymboli kun ajatellaan, etté koodisanan z(™ (j) €
X" mukana kulkee tieto indeksistd j € {1,...,2'}, jonka arvot voidaan esit-

taa [:n bitin bindariluvuilla.
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Maaritelméa 5.17. Kanavan (tiedonsiirto)nopeus R on saavutettavissa, jos

on olemassa ([2"], n)-koodit (Cy, gn), n € Ny, joille lim A®) = 0.
n—oo

Tissd siis A on koodin (C,,, g,) maksimivirhe.

Huomautus. Virheettoméssa tiedonsiirrossa (fQ"R] , n)-koodin koodisanan

avulla ldhetettévissa olevien bittien médra on vililla [nR, nR + 1], koska
2nR S |‘2nR'| < 2nR + 1 < 2nR + 2nR — 2 . 2nR _ 2nR+1.

Siten per symboli siirtyvien bittien lukumééra on vélilla [R, R+ % [, eli ~ R,

kun n on suuri.

Tulemme osoittamaan, etta
sup{ R | kanavan tiedonsiirtonopeus R saavutettavissa} = C,

missé C' on kanavan kapasiteetti.

Yhteistyypillisyyten perustuva idea hyville koodille on seuraava (kuva 5.10).
Syote ja tuloste ovat yhteistyypillisia suurella todennikoisyydellda (AEP:m
kohta (i)). Toisaalta, olkoon syéte X™ ja Y™ ~ p(y") satunnainen. Silloin
AEP:n kohdan (i7) mukaan todenndkoisyys, ettd (X", Y"™) on yhteistyypil-
linen on noin 2-™5Y) | Yksi X™ siis "varaa” noin 100 - 2=/(X3Y) prosenttia
Y"™ien todenndkoisyysmassasta (X™mn kanssa yhteistyypilliset Y™:t). Siten
2nI(X3Y) tuntuisi olevan maksimaalinen X™:in lukumé&éri, kun halutaan, etti

varaukset "eivit mene padllekkéin” eli ettd X™ voidaan dekoodata tulosteesta

Y™ yhteistyypillisyyten perustuen.

Kayttamalla naita syotteitd X" koodisanoina on

lOg 2nI(X;Y)

R, = =I1(X;Y) <C,

n

joten R, < C. Itseasiassa kiy niin, ettd R, — C ja A™ — 0, kun n — oo.
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p(y"|z")

»m ) >

Kuva 5.10: Tehokkaan koodauksen idea.

5.7 Shannonin toinen lause

Lause tunnetaan myos nimelld “informaatioteorian peruslause” (The Fun-
damental Theorem of Information Theory), "Channel Capacity Theorem”,

"Channel Coding Theorem” ja "Noisy Channel Coding Theorem”.

Lause 5.18. Tarkastellaan diskreettid muistitonta kanavaa jonka kapasiteetti
on C ja olkoon 0 < R < C. Silloin on olemassa ([2"%],n)-koodit (Cy, gn),
joille maksimivirhe \™ — 0, kunn — oo. Kddntden, jos R > 0 ja ([2"7], n)-
koodeille (Cy,, g,) pitee A — 0, kun n — oo, on wvilttamdtti R < C.

Seuraus 5.19. Diskreetille muistittomalle kanavalle pitee

sup{ R | kanavan tiedonsiirtonopeus R saavutettavissa} = C.

Todistus. Seuraa suoraan lauseesta 5.18. O

Todistus. Todistetaan sitten itse lause 5.18.

Selvisti voidaan olettaa, ettd R > 0. Osoitetaan ensin, ettéd jokainen nopeus
0 < R < C on saavutettavissa. Olkoon n € N, ja ¢ > 0. Merkitdédn M, =
|‘2nR'| .

Olkoon C,, : {1,..., M, } — X" kooderi,



Kooderiin C,, liitetddn dekooderi g, : V" — {1,..., M,,}, jolle

gn(y") = 7,

jos (a7(j),y") € ALY (yhteistyypillisid) ja (z"(k),y") ¢ AL kaikilla k #

(mikéddn muu 2" (k) ei ole y™:n kanssa yhteistyypillinen). Jos
[{k] (2"(k),y") € AW} #1, (0tai >2)

asetetaan (mielivaltaisesti) g, (y") = 1.

Valitaan jokin pistetodennékoisyysfunktio p(x) ja asetetaan

n

p(a") = [ ple).

i=1

n

" = (x1,...,2,). Silloin syote-tuloste parille (X", Y™) saadaan pistetoden-

nakoisyysfunktio

p(x",y") = p(z”) p(y" | z"),

n

ply" ") = [T o(yi | 22)

i=1

ja luvut p(y; | x;) saadaan kanavamatriisista.

Olkoon X™(1),..., X™(M,) “ p(z™) ja kiytetisin satunnaisvektoreita X ™ ()
kooderin C,, koodisanoina. Koska koodisanat ovat satunnaisia, on kooderi it-

sekin satunnainen. Merkitdéan jatkossa
C, = (X"(l), e ,X"(Mn))

samaistaen kooderi sen kuvan kanssa. Vastaavasti merkitdan kooderin C,

arvoa (“realisaatiota”)

joka siis on jokin konkreettinen, tietty kooderi. Téllaisia koodereita on vain

ddrellisen monta. Huomaa, ettd nyt jotkut a™(j):t voivat hyvin olla myos
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samoja. Kooderin C,, keskimédrainen virhetodennikoisyys on (vertaa mééri-
telma 5.12)

_ 1 M
AMCn) = M. Z )‘j<cn)a

misséa

NEC) = > py" I X)),
gn(uicn)#5
ja gn(y"; C,) on kooderiin C" liittyva (yhteistyypillisyyteen perustuva) dekoo-
deri. Seké A(C,) ettd A;(C,):t ovat satunnaismuuttujia. Suure p(y" | X"(j))
on maédritelty kanavamatriisin alkiona jokaiselle toteutuneelle satunnaisvek-

torin X™(j) arvolle.

Tarkastellaan nyt odotusarvoa

ENCy) =Y P{C, = C.}N(Ch), (5.12)
Cn
NC =51 > (G, (5.13)
NG = Y eyt (),
g(y”;gn)#j
a M M
P{Cn = Cn} = p(Cn) = Hp(xn(])) = HHP(sz(]))a
koska X"(1),..., X"™"(M,) “ p(z™). Osoitetaan, etté
lim E MC,) = 0. (5.14)

Nyt kaavojen (5.12) ja (5.13) nojalla saadaan



Olkoon j kiinted. Ylla

A (Cy) = P{"viesti j dekoodataan védrin” | "kooderi on C,,"},

> 2(Cu)(Cn)
Ch

= P{"viesti j dekoodataan véairin, kun kooderi C,, valitaan satunnaisesti}

= P(B]m),

missé merkittiin B; ,:114 ylla olevassa kaavassa esiintyvééd tapahtumaa "viesti

j --- satunnaisesti”.

Arvioidaan todennidkoisyytta P(B;,,). Selvésti
ijn - D]yn U Ejv"’
missa

Dy = {(X"(),Y") ¢ AT},
Ejn={(X"(k),Y") € AY jollain k # j}.
Nyt
P(Djm) = P{ (Xn(])ayn) ¢ A(en)} =V

ei riipu j:sté, koska (X"(j),Y™) ~ p(z",y"). Lauseen 5.15 (AEP) kohdan (i)
nojalla
P(D;,) = v, — 0, kun n — oo. (5.15)

(On helppo osoittaa, ettd (Xi(j),Y1),..., (Xa(5),Yn) P p(z,y), joten AEP

patee. TAmé& on harjoitustehtdvé.)

Olkoon k # j. Sybte-tuloste parille on voimassa (X™(j), Y™) L X"(k), joten
Y™ L X"(k). Mutta X™(k) ~ p(2™), joten lauseen 5.15 kohdan (éi7) nojalla

P{(X"(k),Y") € A} < 2 nlI(X)=39), (5.16)
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Siten Ej ,:n todennédkdisyydelle saadaan

P(Ejn) = P( U {(x"(k), Y™ € A@}) <Y P{(XM(k),Y") € A}

g Py
(5.16)
< (Mn . 1) an(I(X;Y)f?;s) < an(I(X;Y)7112735)7

koska M, = [2"] <2"F 4 1.

(5.17)

Olkoon nyt alussa valittu pistetodennékoisyysfunktio p(z) = p*(z) sellainen,

jolla kanavan kapasiteeti saavutetaan. Silloin
I(X;Y)-R=C—-R>0.
Olkoon ¢ < (I(X;Y) — R)/3. Silloin
P(E;,) < 9-nI(XY)=R=35) — ()

kun n — oco. Siten tésta ja tuloksesta (5.15) saadaan

My

EAC) = 13 S p(CIN(C) = 1 D B(B,,)

" j=1 Cy " =1

VAN
|
INg

sl

S

3

(-

=

£

kun n — oo ja (5.14) siis pétee.

Olkoon C7 (jokin) kooderi, joka minimoi A(C,,):. Silloin
Jfim A(C) =0,

koska jos A\(C?) > & > 0 #direttomiin monella n, on niilli nm arvoilla

EA(Ca) = D p(Ca) A(Ca) 2 D p(Ca)d =5 >0,
Chn Cn
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jolloin (5.14) ei pétisi.
Haluamme kuitenkin, ettd maksimivirhe A\ — 0. Olkoon kooderissa C'*
Ajn,l( ;;) S )\jn,Q (C:;> S T S )\jn,lwn (C:;>

viestien j virhetodennékoisyydet suuruusjérjestyksessia. Olkoon vield [, =
[M,/2]. Sillon
lim \;

n—o00 Inln

(Ch) =0,

koska jos

Nji (Cr) =0 >0

ddarettoméan monella n, on néailla n

M, M,
* 1 ~ * ~ *
" k=1 " k=L,
ZML<M,L b+ 1) = —— (M, — [M,/2] + 1) §

miki on ristiriita, koska lim A\(C*) = 0.
n—oo

Siten C*[{jn1,---,jns,} on kooderi, jolla maksimivirhe A — 0. Nume-
roidaan viestit uudestaan 1,...,1l, ja haetaan sellainen R,, ettd [, = 2",
Silloin on siis olemassa ([2"f], n)-koodit, joille A™ — 0, kun n — oo. On
helppo néhda, etta

2”(3—%) <l, < 2n(R+%)’

joten R— 1 < R, < R+ % Siten, jos R < C' on annettu, voidaan ensin
valita R < R’ < C ja tehd4 koko edelld oleva konstruktio R":lle. Koska R/ >
R — 1 > R suurilla n, voidaan 18ydetyistd ([2"7], n)-koodeista pudottaa
[277] — [277] huonointa (suurimman virheen antavaa) koodisanaa pois ja

saada ndin ([2"%], n)-koodit, joilla A™ — 0.
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Todistetaan sitten lauseen toinen puoli. Oletetaan, ettd ([2"7], n)-koodeille

(Cp,gn), n € Ny, pitee lim A\ = 0. Merkitdsn taas M, = [2"F] ja ol-
n—oo

koot a™(1),...,2"(M,) koodin (C,,g,) koodisanat. Oletetaan, ettd .J, on

tasaisesti jakautunut viestien {1,..., M,} joukossa, eli

1
N=P{J,=j}=—, j=1,....M,.
p(j) =P{ J} VAR

Olkoon X" = C),(J,,) J,:44 vastaava koodisana. Silloin X™:114 on pistetoden-
nékoisyysfunktio
p(a") = P{X" = 2"} = P{C,(J,) = 2"}
=P{L,eC ({z")}= D> »0)

1{i | Caly) = 2"}
= e &
M, o
Erityisesti p(z") = 0, kun 2" € X™ ei ole koodisana. Nyt kanavamatrii-

sin avulla méa#rdytyy pistetodennéakoisyysfunktio satunnaismuuttujaparille
(X™Y™),

p(z",y") = p(a") p(y™ | z") = p(z™) Hp(yi | 7).

Téssé siis Y™ kuvaa tulostetta, kun syote on X™.

Selvisti H(J,) = log M,, (lause 2.12). Toisaalta
[(J; Y™ = H(J,) — H(J, | Y™).
Siten

log My, = H(J, | Y™) + I(J; V™). (5.18)

Arvioidaan oikean puolen termejé erikseen. Ei ole vaikea néhda (harjoitus-
tehtdava), ettd
101, Y™) < I(X™Y™), (5.19)

129



koska X" = C,(J,) on J,:n funktio. Edelleen,
I(X™Y")=H(Y")—-HY"|X") (5.20)

ja, koska kanava on diskreetti ja muistiton,

HY™ [ X") == > Y pla",y")logp(y" | z")

neXmn yn eyn

-3 ¥ p(x",y")[illogp(yi | xi)]

neXmn yneyn

:ij > Z 1ogp(yz|$z)]

= Zzn; {— Z Zp(xi,?/z‘) log p(y; | %‘)]

rieX yi€Y

— S HY| X)), (5.21)
Toisaalta lauseen 2.16 nojalla
H(Y™) <) H(Y). (5.22)

Siten kaavojen (5.19), (5.20), (5.21) ja (5.22) nojalla

n

I(J; Y™ < ZH ZH(YHX@')

—Z H(Y; | X;)]

— Z 1(X;;Y;) < nC, (5.23)

i=1

koska I(X;;Y;) < C kaikillai=1,...,n

Arvioidaan sitten (5.18):n toista termia H(J, | Y™). Olkoon
P.(Ch) =P{gn(Y") # Jn}, n €N,
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Silloin Fanon epéyhtélon (lause 2.17) nojalla
H(J, |Y™) < H(P.(Cy)) + P.(Cy)log(M, — 1), (5.24)
missd H(t) = —tlogt — (1 —1t)log(l —1t), 0 <t < 1. Téssé kokonaistodenné-

koisyyden kaavan avulla

PAC) = Y P(J =} BLaa(Y) # o | = )

< —— N\ =™ 5.25
<3 , (5.25)

missé siis \;(C,,) on viestin j virhetodennikéisyys ja A™ on koodin (C,, g,,)
maksimaalinen virhetodennékoisyys.
Kokoamalla tulokset (5.18), (5.23), (5.24) ja (5.25) saadaan
log M,, < H(P,(C,)) + P.(Cy,)log(M,, — 1) + nC
<1+ A" 1log(M, — 1) +nC, (5.26)
koska H(t) < 1 kaikilla ¢ € [0, 1]. Edelleen,
M, = [2""] € [2"F 2" 4 1],
joten tuloksen (5.26) nojalla
nR = log 2" <log M,, <1+ X" log(2"® +1 - 1)+ nC
=1+ AR +nC
ja siten
R< % +RrR\™ 1 C. (5.27)
Koska lim A =0, on

n—oo

lim (3 + RAM™ 4 C) el

n—oo \ N

Siten téaytyy olla R < C. O
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mahdollisia koodeja

ei mahdollisia koodeja

Y

C R

Kuva 5.11: Shannonin toisen lauseen havainnollistus.

Huomautus. Todistuksessa kéytetyt satunnaismuuttujat X"(j), X", J",
Y™ ovat vain todistuksen aputyokaluja. Itse lauseen tulos puhuu vain koo-
deista ja niiden maksimaalisesta virheestd. Namé ovat puhtaasti kooderiin,

dekooderiin ja kanavaan (=kanavamatriisiin) liittyvia késitteita.

Huomautus. Hyvéd koodi C7 16ytyisi periaatteessa kdymalla lapi kaikki
mahdolliset koodisanojen kokoelmat C,, = {z™(1),..., 2 (M,)}. Tdmé4 on
kuitenkin kédytdnnossé liian raskasta ja myos dekoodaamisen kompleksisuus
(taulukon koko 2"%) kasvaa eksponentiaalisesti R:n mukana. Koodausteorias-

sa pyritddan helpommin dekoodattaviin koodeihin.

Huomautus. Tuloksen (5.27) nojalla

R-L_C 1 C
AN >0 o 7 2
= R

Siten, kun R > C, on A > § > 0 suurilla n. Itseasiassa talloin A > ¢ > 0
kaikilla n, sillid jos A0) = 0 jollain ny, voidaan koodisanoja yhdistamalla
(konkatenoimalla) konstruoida mielivaltaisen suurella n koodeja, joilla A =

0. Kuva 5.11 havainnollistaa Shannonin toisen lauseen tulosta.

Huomautus. Voidaan osoittaa, etté itseasiassa lim A =1, kun R > C
n—oo
(Wolfowitz 1961).
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Luku 6

Jatkuvat satunnaismuuttujat ja

informaatio

6.1 Differentiaalientropia

Olkoon (€2, F,P) todennikoisyysavaruus. Kuvaus X : Q@ — R on satunnais-
muuttuja, jos kaikilla B C R

{XeB}={weQ| X(w) e B}eF.

Satunnaismuuttuja X on jatkuva tai satunnaismuuttujalla X on jatkuva ja-

kauma, jos on olemassa integroituva p : R — [0, ool jolle
P{X € B} = /p(:c) dx
B

kaikilla B C R. Sanomme, ettd p on X:n (tai X:n jakauman) tiheysfunk-
tio (tf) (kuva 6.1). Merkitseme jatkossa p = p(z) ja vastaavasti satunnais-
muuttujan Y tiheysfunktiota merkitidan p(y):114. Samat asiat ilmaistaan myos

merkinnéilld X ~ p(x), Y ~ p(y).
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P{X € B}

B

Kuva 6.1: Satunnaismuuttujan jakauman tiheysfunktio.

Huomautus. Edelld annetuissa méaritelmisséd B:n tulee tarkkaan ottaen ol-
la ns. Borelin joukko. Borelin joukot mééritellidn R:n pienimpéné o-algebra-
na, joka sisiltda avoimet joukot. Edelleen, tiheysfunktion tulee olla ns. Bore-
lin funktio eli p~'(U) on Borelin joukko kaikille avoimille U C R. Integraalit
ovat yleisesti ottaen Lebesguen integraaleja. Tavallisimmat funktiot ovat Bo-
relin funktiota ja niille Lebesguen integraalit ovat samoja kuin Riemannin
integraalit. Emme jatkossa juuri kiinnitd enfd&d huomioita tdmén tyyppisiin

yksityiskohtiin.

Huomautus. Patee

[e.9]

/p(:z:)d:v =P{X e R} =1.

—00

Esimerkki 6.1 (Normaalijakauma). Olkoon p € R ja o > 0 ja

! e 2@ LR

p(x) = Nz ,

Sanomme, ettd X ~ p(x) on normaalijakautunut parametrein p ja o=,

X ~ N(p,0?).

134



Tunnetusti

E(X) = / zp(x)dr = p (X:n odotusarvo),

—00
o0

D*(X) = /(az — p)’p(z)dx = 0® (X'm varianssi).

—0o0

Varianssin nelidjuuri /D?(X) = o on X:n keskihajonta. I

Yleisemmin, olkoon n € N, . Kuvaus
X"=(Xy,...,X,): Q—=R"
on satunnaisvektori (sv), jos kaikilla B C R"
{X"eB}={we | X"(w) € B} € F.

Vastaavasti, satunnaisvektori X" on jatkuva ja integroituva p : R"® — [0, oo|
on X™mn tiheysfunktio, jos kaikilla B C R™

P{X" € B} = /p(x") dz",
B
missi 2" = (z1,...,x,) € R" ja dz" = dxq - - - dz,,.

On helppo néhda, etté jatkuvan satunnaisvektorin X komponentit ovat jat-

kuvia satunnaismuuttujia ja X; ~ p(z;), missi

pa) = [ Py dede e de,
]Rn—l

on ns. X;:n reuna- eli marginaalitiheysfunktio.

Maiaritelmi 6.1. Olkoon X ~ p(x) jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin X:n

differentiaalientropia on

[e.9]

H(X) = — / pl() log p(x) da,

—00

edellyttaen, ettd kyseessd oleva integraali suppenee.
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Q=

a

Kuva 6.2: Jakauman Tas(0,a) tiheysfunktio.

Huomautus. Tassda kdytetddn sopimusta 0log0 = 0. Integraalin suppene-

minen tarkoittaa suppenemista Lebesguen mielessé eli

(e 9]

[ ] ogp(o)] de < o

—0o0

Huomautus. Voidaan myos tulkita, ettéa
H(X)=E[—logp(X)],

jos — logp(X(w)) madritellddn sopivasti, kun p(X(w)) =0.

Differentiaalientropian yksikkd on bitti.

Esimerkki 6.2. Olkoon X ~ Tas(0,a), a > 0, eli X ~ p(x), missi

(Kuva 6.2). Funktiolle p(x) selvisti pétee

[e o] a

/p(:c)da:z/%dle.

—00 0
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Edelleen,

i f1. 1 1
H(X):—/P(x)logp(l’)dﬂfz—/alogadx:—logazloga.
e 0

Siten, kun 0 < a < oo, voi H(X) saada minké tahansa reaaliarvon. Tilanne
on siten erilainen kuin diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa, jolloin
entropia on aina ei-negatiivinen. I
oo
Huomautus. Joillain p(z) on myds [ p(z)log p(z)dx = +oo (harjoitusteh-
—00
tAvA).
Esimerkki 6.3. Lasketaan satunnaismuuttujan X ~ N(u,o?) differentiaa-

lientoropia. Kéytetddn laskussa apuna kaavaa logt = Int/In 2.

(z— M)Q 10g|: e 202( } d$‘

1
\/ 27ra V2o

1 1 r 1 — 1
= - ¢ — 202 (:L' 'u) —1 2 _ — 2 d
In2 270 / ¢ l n(v2mo) 202 (x=n) ] v

— 00

_ In(v2mo) 1 /e ra? g,
In2  2n0

11 1 [
B S _ 22 (@1 g
+ In2 202 \/2n0 /(az pye v

= log (\/%O') + = log (v 271’0'26) = %log (271’6(72).

21n2

Lauseen 2.8 vastine on nyt

Lause 6.2. Olkoot p(z) > 0 ja q(x) > 0 positiivisia tiheysfunktioita. Silloin

o0 [e.9]

- / p(a) log p(x) de < — / pl) log g(x) dx (6.1)

—00 —00
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edellyttien, ettd kyseessd olevat integraalit suppenevat. Yhtdsuuruus pdtee

epdyhtdlossi (6.1) jos ja vain jos p(x) = q(x) m.k. x € R.

Huomautus. "m.k. z € R” tarkoittaa melkein kaikilla x € R eli kaikilla
x € R\ A, jossa joukon A ns. Lebesguen mitta m(A) = 0. Itseasiassa (minka

tahansa joukon A) Lebesguen mitta voidaan laskea myds integraalina

[e.9]

m<A):/d1’:/1A($)d:€; 1a(z) = (1]’ sz

Todistus. Kuten lauseen 2.8 todistuksessa, kdytetddn tassidkin luonnollista

logaritmia. Kuten luvussa 2 (kuva 2.7) todettiin,
hr<z-—1 0<zr<o0

ja yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos x = 1. Siten kaikilla z € R

In [M] < ax) 1 (6.2)

plx)| = plx) 7

eli

ja niin
—p(z)Inp(z) < —p(z)Ing(z) + q(z) — p(x).

Kun integraalit suppenevat, on siis

— 7p(:c) Inp(z)dr < — 729(3?) Ing(z) dz + 761(1‘) dx — 717(55) dz
= — 719(3?) Ing(z) dz,

koska [ g(z)dz= [ p(x)dx = 1. Siten (6.1) pitee.

Jos p(z) = q(r) mk. x, pitee epiyhtilossd (6.1) yhtdsuuruus Lebesguen

integraalin ominaisuuksien perusteella.
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Kéaéantaen, olkoon

g(x) = p(z) Inp(x) — p(z) Ing(r) + q(z) — p(x).

Silloin edellisen perusteella g(z) > 0 kaikilla x ja jos epayhtélossa (6.1) pétee
yhtdsuuruus, on [ g(z)dz = 0. Silloin g(z) = 0 m.k. z eli (6.2):ssa pitee

—00

yhtalo m.k. z, joten % =1mk. z, eli p(z) = q(z) mk. z. O

Huomautus. Jos sopimuksen 0log 0 = 0 liséiksi sovitaan, ettd 0 (—oo) = 0,

pétee lause 6.2 kaikille tiheysfunktioille p(z) ja q(z).

Milla jakaumalla sitten mahtaa olla suurin differentiaalientropia? Kysymys

ei ole tdssd muodossa aivan mielekés, koska esimerkiksi jos X ~ Tas(0,a), on
H(X)=loga — oo,

kun a — oo. Jakauma pitédéd ensin "normeerata” jotenkin. Kiinnitetdén seu-
raavassa varianssi D?(X). Vaikka ehki tasainen jakauma tuntuisi lupaavalta
ehdokkaalta differentiaalientropian maksimoivaksi jakaumaksi, optimijakau-

ma on kuitenkin normaali.

Lause 6.3. Olkoon X ~ p(x) jatkuva satunnaismuuttuja, jolla on olemassa
differentiaalientropia H(X) ja olkoon D*(X) = 0% > 0. Silloin

H(X) < %log(27r602) (6.3)

ja yhtisuuruus pétee jos ja vain jos X ~ N(u,0?), missi p = E(X).

Todistus. Otetaan edellisesséi lauseessa g(r):ksi jakauman N(u,o?) tiheys-

funktio, misséd p = E(X). Silloin (vertaa lauseen 6.2 todistuksen jélkeinen
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huomautus)

H(X) = - / p(z)logp(z) dz < — / p(z)logg(z) dx
1 (:B )2
=—— [ p(z)In e 22T da
In2 o
1 r 17 )
=15 In(v2mo) | p(x)dx+ 357 (x — p)*p(z) dx
1 1 In (V27o?
= —<In(V2m0)+ = p = n (v2rote)
In2 2 In2

1
= log V2mo?e = 3 log(2mea?),

joten (6.3) pétee. Lauseen 6.2 mukaan epédyhtélossé (6.3) pétee yhtdsuuruus

jos ja vain jos p(x) = ¢q(z) m.k. x eli jos ja vain jos X ~ N(u,o?). O

Siis: kiintedlld D?(X) = 02, on normaalijakaumalla suurin entropia.

Maaritelma 6.4. Olkoot p(x) ja ¢(x) tiheysfunktioita. Silloin p(z)mn ja
q(x):m Kullbackin-Leiblerin etdisyys on

[e o]

Dyl o) = | ple)tog [%] as
= 7 p(x) log p(z) dx — 7 p(x)log q(z) dz,

edellyttaen, ettd kyseessé olevat oikean puolen integraalit suppenevat.

Lauseen 6.2 mukaan
D(pllq) =0 (6.4)

kaikilla p(z), ¢(x), kun integraalit suppenevat ja yhtédsuuruus pétee jos ja

vain jos p(z) = q(z) m.k. z.
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Maaritelméa 6.5. Jatkuvan satunnaisvektorin (X,Y) ~ p(z,y) yhteisdiffe-

rentiaalientropia on

H(X,Y)= —/ /p(x,y) logp(z,y) dz dy,

—00 —00

edellyttden, ettd kyseessd oleva integraali suppenee.

Tarkastellaan jatkuvaa satunnaisvektoria (X,Y) ~ p(z,y) ja olkoon X ~

p(z). Satunnaismuuttujan Y ehdollinen tiheysfunktio ehdolla X = x on

p(z) ’

0, kun p(x)

pe) - un p(z) > 0
ply|z) = .

kun y € R. Jatkossa otetaan (X,Y):n tiheysfunktioksi aina

p(z,y) = p(x)ply | ).

Erityisesti siis p(x,y) = 0, kun p(z) = 0. On helppo néhd4, ettd ndin modi-
fioitu p(z,y) on edelleen (X,Y):n tiheysfunktio.

Maiéritelmi 6.6. Jatkuvan satunnaismuuttujan Y differentiaalientropia eh-
dolla X = x on

HY | X =) = - /p<y | 2) logp(y | ) dy,

edellyttaen, ettd kyseessé oleva integraali suppenee.

Maéritelmi 6.7. Jatkuvan satunnaismuuttujan Y differentiaalientropia eh-
dolla X on

o0

H(Y|X):/p(:p)H(Y|X:x)d:p
_ / pla) |- / p(y | =) logply | 2)dy| da

edellyttden, ettd kyseessé oleva integraali suppenee.
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Siten, Lebesquen integraalia koskevan Fubinin lauseen nojalla,

HY | X)= // p(y | z)logp(y | x) dy dx

—00 —0O0

_ 70 fp(:c,y) logp(y | ©) dy dx,

—00 —0OQ

/ /p(x,y)llogp(y | )| dz dy < .

—00 —O0

ainakin kun

Lause 6.8 (Ketjusaanto). Pdtee
H(X,)Y)=H(X)+H(Y | X),

edellyttien, ettd kyseessd olevat suureet ovat olemassa.

_ 7 7p(x,y) log p(z, y) dzv dy

Todistus.

// (x,y) log p(x d;z:dy—// (x,y)logp(y | ) dz dy

_ / p(a) log plc) o + / o) - / ply | ) logply | ) dy] d

—00 —00 —00

= H(X)+ H(Y | X),

missé tarkkaan ottaen kolmannessa yhtélossa kaytettiin taas Fubinin lausetta

kaksinkertaisen integraalin laskemisessa. O

Olkoon (X, Y):n tiheysfunktio f. Silloin (Y, X):114 on tiheysfunktio g, g(x, y)
f(y, ). Siten talla kurssilla kiytetyin merkinnéin p(z,y) = p(y, x) ja pétee

H(X,Y)=H(Y,X).

142



Ketjusddnnon mukaan on myos voimassa
H(X,Y) = H(Y,X) = H(Y) + H(X | Y),
jos kyseessi olevat suureet ovat olemassa.

Lause 6.9. Ehdollistaminen vihentdid entropiaa, eli
HY | X) < H(Y),

kun kyseessd olevat suureet ja lisiksi H(X,Y') sekd H(X) ovat olemassa.

Yhtdasuuruus on voimassa jos ja vain jos X 1L Y.

Todistus. Epéayhtalon (6.4) (pitee myos R™:ssd) nojalla
0 < D(p(z,y) || p(x)p(y))

— 7 ]Op(a:,y) log p(z, y) dx dy — 7 7 p(z,y)log (p(x)p(y)) dz dy

—00 —O0 —00 —0O0

- ]O /Oop(x,y) log p(z) dx dy + ]O /Oop(a:,y) logp(y | x) dz dy

—00 —00 —00 —00

_ ]O ]Op(x,y) log p(x) dx dy — ]O ]Op(:c,y) log p(y) dx dy

—00 —0O0 —00 —OQ

=—HY | X)+ H(Y),

joten

H(Y | X) < H(Y).

Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos p(x,y) = p(z)p(y) m.k. x,y eli jos
ja vain jos X 1L Y. O
Yhdistamaélla lauseet 6.8 ja 6.9 ndhdaén, etté

H(X,Y)=H(X)+H(Y | X)< HX) + H(Y).
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Kuva 6.3: Reaaliakselin osiinjako.

Maéritelma 6.10. Jatkuvien satunnaismuuttujien keskindisinformaatio on
I(X;Y) = H(X) - H(X | Y),

edellyttdaen, ettd oikean puolen suureet ovat olemassa.

Yhdistelemalla edella olevia tuloksia todetaan esimerkiksi tutut kaavat:

=
=
=
I
=
s
|
=
s
=
Il
=
=
|
=
=
s
|
=
}.<
s

Edella olevat madritelméat ja tulokset yleistyvit helposti satunnaisvektoreil-

le X™ Y™ Esimerkiksi satunnaisvektorin X" ~ p(z") differentiaalientropia

/ / ") log p(z") dz",

missi 2" = (z1,...,x,) € R™. Vastaavasti myos muut méaritelmét.

madaritellaan kaavalla

Tarkastellaan vield lopuksi lyhyesti diskreetin entropian ja differentiaalient-
ropian vilistd suhdetta. Oletetaan, ettd X ~ p(x) on jatkuva satunnais-
muuttuja ja tiheysfunktio p(z) on jatkuva. Olkoon A > 0 ja t; = iA, i € Z
(kuva 6.3). Integraalilaskennan véliarvolauseen mukaan jokaista i € Z kohti

on olemassa sellainen x; € [t;,t;.1], ettd

tit1
p(z) dz = p(z;)A.

ti
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Maééritellssn sellainen diskreetti satunnaismuuttuja X2, etti
XA =2, kun X € [tiy tica]-
X2 on siis satunnaismuuttujan X “kvantisointi” (diskretointi) tarkkuudella

A. Nyt

pi =P{X* =1} = IP’{X € [tiati—i—l[} = /p(x) dx = p(x;)A.

t;

Siten X“:n entropia on (vrt. harjoitus 2, tehtivi 1).

_ Zpi logp; = — Zp(xi)A log (p(xz)A)

:_przAlogp:cl ZpﬂszlOgA

:—Z (2;) log p(z;)] IOgAZP ;) A

Tassé
t1+1 o0
Zp:pzA Z / d:p—/p(x)dle.
Edelleen, kun p(z) on riittdvéin sdédnnollinen, on
Jing = 3 ) logp(a]a = - | ) togpla) do = 1)

(Ks. kuva 6.4). T&lloin siis
. A .
All)r{)1+[H(X ) +1log Al = H(X)
ja pienilld A > 0 pétee
H(X®) ~ H(X)—logA.

Erityisesti, jos A = 27!, on X? X' "I:n bitin kvantisointi”. Sille siis

H(X® ~ H(X)+1.
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\\/\ p(x) log p(x)
A

| 1 1 -
T - i T >~z
Z;

Kuva 6.4: Integraalin laskeminen Riemannin summan avulla.

Esimerkki 6.4. Olkoon X ~ Tas(0,1/8). Télloin
1
H(X) :logg = -3

ja jos A =27 niin

H(X%)~1-3. (6.5)
Kuten tieddmme, entropia likimain kertoo kuinka monta bittid (esimerkik-
si 0/1 kysymystéd) tarvitaan satunnaismuuttujan arvojen kuvaamiseen kes-
kimédrin. Nyt X €]0, g, joten satunnaismuuttujan X kolme ensimméisté

bittid ovat 0 ja X:n arvon bin#ériesitys on
0.00004b5 - - - bibyq - - - .

Siten [:n bitin tarkkuuteen riittdé itseasiassa vain [ — 3 bittid ja (6.5) on

luonteva tulos. I

6.2 AEP

Olkoot X1, ..., X, % p(z) eli Xi,...,X, L ja
P{X, € B} = /p(:p) dx, B CR",
B

i =1,...,n. Silloin satunnaisvektorilla X™ = (X1,..., X,,) on tiheysfunktio

n

p(z") = Hp(xi), = (xy,...,2,) € R™

i=1
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Maiaritelma 6.11. Olkoon H(X) olemassa jan € Ny, ¢ > 0. Tyypillinen
joukko A(En) on

Huomautus. Maéritelmé on siis sama kuin diskreetissé tapauksessa (paitsi,

ettd H(X)m olemassaolo pitdd erikseen olettaa).

Kuten edelld, merkitédén joukon B Lebesquen mittaa m(B):114. Yksinkertai-
selle B (pallo, suorakulmainen sérmio,...) m(B) on itse asiassa joukon B

tilavuus.

Lause 6.12 (AEP). Olkoon H(X) olemassa ja € > 0. Tyypilliselle joukolle

pdtee
(i) lim P{X" e AW} =1,
n—oo
(i) m(A™)) < 2nHE)4e) Laikilla n,

(iid) kaikilla § > 0 on m(AY) > (1—6) 2"EE)=)  kun n on riittivin suuri.

Huomautus. Nihdaan, ettd diskreetin AEP:n (lause 3.2) \A(gn)\ korvataan

jatkuvassa tapauksessa "tilavuudella” m(A(gn)).

Todistus.

(1) Tyypillisen joukon jonolle z"

9-nHX)+e) < py(zny < 9=n(H(X)=2)

eli
1
'—— log p(a") - H(X)] <,
n

joten

PO ¢ 40) = P{ |- loga(x") - H(X)

-c.
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Edelleen,

n

—%logp(X") = —%IOng(Xi) = %Z [_ logp(Xi)].

i=1

Koska E[ — log p(X;)] = H(X), seuraa suurten lukujen laista, etté

lim P{X" ¢ AW} =0,

n—oo

josta saadaan (7).

(77) Kéayttamalla joukon A midritelméd saadaan

1= ]O---fp(xn)daf"z /p(x")dl“"

A(En)
> / 2—n(H(X)+6) A" = 2—n(H(X)+6) / dx"

joten

(7ii) Olkoon n niin suuri, ettd P{X™ € A(E")} > 1— 0 ((i)-kohta). Silloin

1-6<P{X"ec AM} = / p(z") dz"
A
< / 27n(H(X)75) dx" = an(H(X)fs) m<A(€n))’
A

joten
m(A(E")) > (1-9) o(H(X)—e)
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p(x")
/_\

H(X) suuri H(X) pieni

Kuva 6.5: Differentiaalientropia ja jakauman keskittyneisyys.

Y14 oleva todistus oli siis tdysin analoginen diskreetin tapauksen kanssa. Ai-
van vastaavasti kuin diskreetissé tapauksessa, voidaan myds mééritella yh-
teistyypillisyys, kun

n

(X" Y™ ~pa”,y") = [ [ (i vi)

=1

(vertaa médritelmé 5.14). AEP parille (X,Y) todistetaan kuten lauseessa
5.15, kunhan vaan |A(5")| korvataan mitalla m(A(gn)) ja oletetaan, ettd H(X),
H(Y), H(X,Y) ja I(X;Y) ovat kaikki olemassa.

Lauseen 6.12 tulkinta on, ettd suurin osa p(z™):n todennikoisyysmassasta on

joukossa, jonka "tilavuus” on & 2"7(X)_ Siten (vrt. kuva 6.5):

H(X) suuri < p(z") laajalle levinnyt

H(X) pieni < p(z") pienelle alueelle keskittynyt.

6.3 Multinormaalijakauma

Vektorien 2", y™ € R" sisdtulo on
<xn7 y”) = Z ZilYi,
i=1
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kun 2" = (z1,...,2,), ¥" = (Y1, ..., Yn). Vektorin " normi on

[ = v/ {am, am) =

Satunnaisvektorilla X" = (X,...,X,) on standardimultinormaalijakauma,

jos silld on tiheysfunktio

1 1 2
ny _ YT e
p(:c)—(zﬁ)nﬂe2 , z" eR"
Talloin
1%

- z? "] 12 -
") = e “i=1 = e 2% = z;),
pe) = 15 = Tt

missa p(z;) on N(0, 1)-jakauman tiheysfunktio, joten Xi,..., X, “ N(0,1).
Matriisi K € R™™ on symmetrinen, jos KT = K. Symmetrinen matriisi
K on positivisesti definiitti, jos (™, Kx") > 0 kaikilla 2™ # 0. Téssd K:ta
ajatellaan lineaarikuvauksena R™ — R",

T
Kll Kln T

=12"K" = 2"K.

=
HS
I

Knl Knn Tn

Voidaan osoittaa, ettéd positiivisesti definiitti matriisi on aina sééannéllinen ja

det(K) > 0.

Olkoon p™ € R™ ja K € R™ ™ positiivisesti definiitti. Satunnaisvektorilla X™
on multinormaalijakauma parametrein u™ ja K, jos silla on tiheysfunktio

EQEe———— S

(22 /det(K)

Talloin merkitdan X" ~ N(u", K). Selvistikin satunnaisvektorilla X™ on

standardimultinormaalijakauma, jos
X" ~N(0, I,),
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missd [, € R™™" on yksikkomatriisi.

Edelleen, olkoon N > 0 positiivinen ja
K=NI, = ;

jolloin

1
K™= <L, det(K) = N"™.

Silloin X™ ~ N(u™, K) jos ja vain jos X™1l4 on tiheysfunktio

1 1 e*ﬁ(xrui)Q

ny — ol _ T
r')=—-——F"—"—-6€ 2N = s
p( ) (27TN)n/2 H /27TN

jolloin siis Xi,..., X, L, X; ~ N(u;, N).

Olkoon sitten yleisesti X™ ~ N(u™, K), jossa K on positiivisesti definiitti.

Voidaan osoittaa, etté

:un = (M17"'7ﬂn>7 i :E<XZ)7Z: 1,...,77,,
K = (Ky), Kj :E[(Xi — 1) (X; _Mj)}a Lj=1,...,n,

eli u™ on X™n odotusarvo(vektori) ja K on X™mn kovarianssimatriisi.

Matriisiteorian nojalla tiedetédén, ettd symmetrisella positiivisesti definiitilla

matriisilla K on ortonormaalit ominaisvektorit uf, ..., ] ja niitd vastaavat
positiiviset ominaisarvot aq, ..., ay,,
n __ n
Ku}! = a;u?,

n n\

1,7 =1,...,n. Kirjoittamalla



ja huomaamalla, ettd K ~'u? = L u?, saadaan helposti

aj

"1
<xn - :un7K71<xn - :un>> = Z a_ <xn - anu?>2 :
i=1 "

Siten p(z):n tasa-arvopinnat R":ssé ovat muotoa

n

1
Zf<xn_ﬂnvu?>2:ca c>0

i=1 "

eli

- <xn_un’u?>2_
D W

Namé ovat yleisessi tapauksessa (n > 2) ellipsoideja, joiden keskipiste on

p", puoliakselien suunnat u! ja puoliakselien pituudet ,/ca; (kuva 6.6).

Erityisesti tiheysfunktion p(z™) ~ N(u", NI,) tasa-arvopinnat ovat palloja,
koska N I,,:n ominaisarvot ovat N, ..., N. Tamaé on tietysti muutenkin selvas,

koska ||z — 1"||> = ¢ on pallon yhtls.

Esimerkki 6.5. Kuvissa 6.7 ja 6.8 on perspektiivikuva ja tasa-arvokayrét

kaksiulotteisesta normaalijakaumasta, kun u? = (2,2) ja

0.66 0.2
K = .
0.2 0.12
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1)

ay > a9

= 11

Kuva 6.6: Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion tasa-arvokayra.
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Kuva 6.7: Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion kuvaaja.

3.5 q

25r b

15r- q

051 4

Kuva 6.8: Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion tasa-arvokayrit.
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Luku 7

Diskreettiaikainen Gaussin

kanava

7.1 Kanavamalli

Tarkastellaan kanavaa, jossa syote- ja tulosteaakkostot ovat jatkuvia, X =
Y = R, mutta symbolien sy6tto tapahtuu edelleen yksi kerrallaan (diskreetti

aika). Tamé& malli kuvaa hyvin joitain tiedonsiirtotilanteita.

Esimerkki 7.1. Téllainen tilanne syntyy esimerkiksi, kun jatkuva signaali

X diskretoidaan ajan suhteen tiedonsiirtoa varten (kuva 7.1). I

Syotetddan symbolit kanavaan taas lohkoissa:

R" 3 (24, ..., &,) — | informaatiokanava| —s (y1,...,y.) € R™

Kanavan ominaisuudet kuvaa ei-negatiiviset funktiot

P - Yn | @1, an), n €Ny
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Xy Xi

Kuva 7.1: Jatkuva-aikainen signaali diskretoidaan.

Tasmallisesti ottaen p = p, on muuttujien x4, ..., x,, Y1, ..., y, Borelin funk-

tio. Lisaksi vaaditaan, etta
/---/p(yl,---,yn |21, mn) dyy - dyy =1

kaikilla (xy,...,2,) € R". Tulkinta on se, ettd p(y1,...,yn | Z1,...,2,) on

tulosteiden (y1, ..., ¥,) ehdollinen tiheysfunktio, kun syéte on (z1,...,x,).

Merkitédén seuraavassa " = (x1,..., %), ¥ = (Y1, .-, Yn), kuten ennenkin.

Olkoon N > 0. Kyseessd on Gaussin kanava, jos

2
gyl =a"I?,

p(y" | 2") = W (7.1)

Siis p(y™ | ™) on N(z", NI,)-jakauman tiheysfunktio (vrt. luku 6.3).
Olkoon X™ ~ p(z") jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin saadaan satunnainen
syote-tulostepari (X™, Y™) ~ p(z", y") méiritteleméalla

p(a",y") = p(a") p(y" | 2").
Jos Z" = Y™ — X" niin tekemélld muuttujan vaihto tiheysfunktiossa p(z", y™)

nidhdadn helposti (vrt. harjoitustehtévit), etta (X™, Z™) ~ p(a™, z™), missi

1
(27 N)/2

n

p(x", 2") = p(z")

1 2
e o
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Siten X™ L Z" ja Z" ~ p(2"),

oo oo 1 T n 1 L

Siis Z" = (Z1, ..., Z,) ~N(0, N1,,) ja Z1, ..., Zn S N(0, N).
Kéaéntéen, jos Y" = X"+ 7" ja X" I Z™, Z" ~ N(0, N1I,), on helppo néhda,
ettd p(y" | ™) on muotoa (7.1).

Néin diskreettiaikainen Gaussin kanava (satunnaisella syotteelld X™) voitai-

siin madritelld myos kaavalla
Y"=X"4+27", X"z Z" ~N(0,N1,),

missd N =kohinavarianssi (kuva 7.2). Kanavassa syotteeseen X" siis lisétdén
normaalijakautunutta riippumatonta kohinaa (héiriotd). Komponenteittain
tamaé merkitsee, etté

Yi=Xi+ Z,

missd Z; 1L X;, Z; ~ N(0,N). Téllainen malli on usein perusteltu todenné-

koisyyslaskennan keskeisen raja-arvolauseen nojalla.

Kéaytannossé |z;| ei voi olla mielivaltaisen suuri silloin kun se esimerkiksi on
jonkin fysikaalisen signaalin amplitudi. Jatkossa asetammekin rajoituksen

“keskiméadréiselle teholle” vaatimalla, etté
1 2 1l
—||z"||" = — r; < P,
el =23 et <

jollain kiintedllda P > 0. Téssé P on tehoraja. Ilman téllaista (realistista)
rajoitusta voitaisiin kanavan lapi siirtdd informaatiota miten suurella nopeu-
della tahansa liki virheettomaésti, koska koodisanat x™(1),...,z" (M) voitai-
siin valita niin ettd ne ovat hyvin kauakana toisistaan ja télléin dekoodaus
liki virheettomésti olisi helppoa. Koodisanojen méaérélle M:11& ei tarvitsisi

asettaa mitddn rajoitusta (kuva 7.3).
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kanava
/_\
> T = Y
Xi Xz
n=>2
A 2 A Y2
(Xl, XQ) <X17 XQ)
. /\
> Tq > Y2

Kuva 7.2: Diskreettiaikainen Gaussin kanava, kun lohkon pituus on 1 (ylempi

kuva) tai 2 (alempi kuva).

\j
\j

Kuva 7.3: Tehoa lisdamailléd voitaisiin koodisanat periaatteessa valita siten,
ettd ne ovat kaukana toisistaan ja néin péadsta liki virheettomédn tiedonsiir-

toon.
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7.2 Koodaus ja dekoodaus

Koodauksesa ja dekoodauksessa tarvittavat késitteet médritelldadn melkein
kuten luvussa 5. Tarkastellaan viesteja 1,..., M ja olkoon P > 0. Kun 2" €

R™ r > 0, merkitdan

B(a",r) = {y" eR"| ||y — ac"||2 < r2}.

Kooderi on kuvaus C': {1,..., M} — B(0,VnP).
Koodisanoille C(j) = "(j) = (z1(j), ..., zn(j)) pitee

la"DIF <nPeli = @)’ < P
=1

Dekooderi on funktio g : R" — {1,..., M}. Tiedonssiirtoa kanavan ldpi

kuvaa kaavio

j viesti kooderi| ="() ipn(f?.ﬁafl;;/? Y=z (j)+2" dekooderi -

Tissd j = g(y™) on arvaus lihetetysti viestisté j.

(M,n)-koodi on pari (C, g), kuten ennen.
Maéaritelma 7.1. (M, n)-koodin (C, g) viestin j virhetodenndkdisyys on
Aj = / p(y" 2" (5)) dy",
{y™lg(y™)#5}

missd {y™ | g(y") # j} on niiden y™:ien joukko, jotka dekoodataan viirin,

kun léhetetdén viesti j ja A; on tillaisen y™:n sattumistodennikoisyys.
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(M,n)-koodin (C, g) keskimddrdinen ja maksimaalinen virhetodenndkdisyys

maéadritelladn kuten ennen,

M
-1 n
A= M]§1:Aj, A = max{\;, ..., A}

Edelleen, jos viesti on satunnainen, J ~ p(j), voidaan méaéritell& virhetoden-
nékoisyys
P. = P{g(yn) 7& J}7

M
ja, kuten ennen, P, = Y p(j) A;.

j=1
(M, n)-koodin (tiedonsiirto)nopeus on R = log(M/n). Nopeus R on saavu-
tettavissa, jos on olemassa ([2"1],n)-koodit (C,,g,), joille A — 0, kun

n — 00.

Mik4 voisi olla aikadiskreetin Gaussin kanavan maksimaalinen tiedonsiirto-
nopeus R, jos sydtteeltd vaaditaan tehorajoitus = |2"(|* < P? Aikaisemmin

osoitettiin (luku 5.7), ettd maksimaalisen R:n maérasi kapasiteetti,

C=maxI(X;Y).

p(z)

Tarkastellaan siis syotettd X, X2 < P ja tulostetta
Y=X+7

X L Z, Z ~N(0,N), N > 0. Oletetaan, ettd X on liséksi sellainen, ettd

kaikki suureet seuraavissa laskuissa on maéritelty. Saadaan

luku 6.1

I(X;Y)=H(Y)-HY | X)=H(Y) - H(Z) H(Y) - %log(QweN),

missd toisessa yhtélossi kiytettiin harjoitustehtédvané johdettua tulosta H (Y] X) =
H(Z). Edelleen,

X1z

D*(Y)=D*X+2) =" D*(X) + D*(2)

) (7.2)
=EBE(X*) - [E(X)]"+ N<P+N.
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Siten lauseen 6.3 nojalla

H(Y) < %log[QﬂeDQ(Y)] < - log [2me(P + N)], (7.3)

| —

P+ N
N

Yhtasuuruus pétee jos ja vain jos X ~ N(0,P), koska téllsin Y ~
N(0, N + P) ja epayhtiloissi (7.3) patevit yhtasuuruudet (lause 6.3) ja kiddn-
tden. Kun X ~ N(0, P), pétevéat kaikki edelld olevat laskut myos.

Aikadiskreetin Gaussin kanavan kapasiteetti on
C' = sup{ R | kanavan tiedonsiirtonopeus R saavutettavissa}.

Tulemme osoittamaan:
1 P
= —1 1+—.
C 5 og( + N)

Esitetddan vield heuristinen perustelu nopeuden %log (1 + %) saavuttamisel-
le. Tarkastellaan koodisanaa z"(j) ja sitd vastaavaa tulostetta Y™ = z"(j) +
Z™. Olkoon € > 0. Silloin

P{Y" —2"(j)II" > n(N +¢) | X" =a"(j)}

R 1 e

lly™ =z (j)|*>n(N+e) lIz7|%>n(N+e)

:IP{||ZN||2>n(N+s)}:P{%ZZ§>N+e}.
=1

Mutta E(Z?) = D*(Z;) = N, joten suurten lukujen lain nojalla
lim P lzn:Z? >N+ep=0
n—oo n <= ¢ '
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n(N +e¢)

Y taalla

Kuva 7.4: Heuristinen perustelu nopeuden %log (1 + %) saavuttamiselle.

Siten
IP{Y" € B(z"(j), V/n(N +¢)) | X" = :p"(j)} ~ 1,

kun n on suuri. Jos nyt dekooderi g méaritelldén siten, etta

g(y") =j kaikilla y" € B(2"(j), Vn(N +¢)),

on virheen todennékdisyys pieni. Pallojen B(z"(j), \/n(N +¢)) téytyy tie-

tysti olla pistevieraita, jotta g olisi hyvin méaritelty.

Samoin, koska Y = 2"(j)+Z" ja ||z"(j)||* < nP kaikilla j, voidaan osoittaa,
etta

P{Y"GB(O,\/W)} ~ 1,

kun n on suuri. Erottuvia koodisanoja on siis niin monta, kuin /n(N + ¢)-
sateisid palloja mahtuu toisiaan leikkaamatta y/n(P + N + ¢)-séteiseen pal-
loon (kuva 7.4).

Yleisesti on n-ulotteisen pallon tilavuudelle on voimassa m(B (™, 7’)) = a,m"
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eradlla n:sta riippuvalla vakiolla a,, > 0. Siten erottuvia koodisanoja on noin

an(v/n(P+N+e))"
an(\/n(NJre))n

M =

kappaletta. Nyt

eli

Niin siis véitetty tiedonsiirtonopeus todella saavutetaan.

Diskreetti syote, jatkuva tuloste

Shannonin toisen lauseen kasittelemassa tilanteessa darellisen monesta koo-

disanasta yksi kerrallaan ldhetetdédn Gaussin kanavaan:

X"(j) — | Gaussin kanava| — V™"

Siten syote on diskreetti ja tuloste on jatkuva. Tédhan asti kuitenkin olemme
kéisitelleet vain diskreetti/diskreetti ja jatkuva/jatkuva yhdistelmét syotteel-
le ja tulosteelle. Nyt pitéé siis tarkastella erikseen myos diskreetti/jatkuva

tilannetta.

Olkoon X : 2 — X diskreetti satunnaismuuttuja, |[X| =m, jay : Q — R
jatkuva satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd kaikilla x € X on mééritelty

ehdollinen tiheysfunktio p(y | x). Asetamme

p(z,y) =p(x)ply | ).

Téama tarkoittaa, ettd kaikilla B C R (Borelin joukko) ja z € X,

P{X =1, YeB}=p<x>/p<y|x>dy.

B
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Télloin erityisesti

IP’{YEB|X::U}:P{XZPZ;/EB} z/p(y|:c)dy,

kuten pitadkin. Siis ehdollisen tiheysfunktion avulla voidaan laskea Y:n eh-

dollinen todennékéisyys, kun X = x. Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio

=> pla)ply | ),

TeEX

on nyt

mink& osoittaminen on harjoitustehtavana.

Oletetaan seuraavassa, etté kaikki méariteltadvat suureet ovat olemassa. Néin
tulee olemaan jatkossa kiinnostavassa tilanteessa, jossa Y = X + 7, X 1 Z
ja Z ~ N(0,N), jolloin p(y | x) ~ N(x, N).

Magritelladn satunnaismuuttujan Y differentiaalientropia ehdolla X = x,

Y [ X =2) =~ [ ply | 0)logp(y | 2)dy
ja satunnaismuuttujan Y differentiaalientropia ehdolla X,
HY | X)=> plx)HY | X =),
zeX
Asetetaan
p(x)ply | )
p(y)

missad p(z | y) on x:n posterioritodenndkoisyys ehdolla Y = y. Maaritellddn

plx]y) = ; ("Bayesin kaava’)

satunnaismuuttujan X entropia ehdolla Y =y,
HX|Y =y)=-Y pla|y)logp |y)
zeX

ja satunnaismuuttujan X entropia ehdolla Y,

o0

H(X|Y) = /p<y>H<X|Y=y>dy.

—00
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Nyt voidaan osoittaa (harjoitustehtava), etté
HY | X)<H(Y) (7.4)

(ehdollistaminen vihentdd entropiaa) ja yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain
jos X L Y. Edelleen (todistus harjoitustehtavéina),

HY)+ H(X |Y)=H(X)+ HY | X). (7.5)

Maaritelladn satunnaismuuttujien X ja Y keskindisinformaatio
I(X;Y)=H(X)-H(X|Y).
Kaavan (7.5) nojalla

[(X;Y)=H(Y)-HY | X).

Voidaan myos todistaa Fanon epdyhtils: Jos g : R — X (Borelin funktio) ja
P, = ]P{g<Y> # X}7 niin

H(P.) + P.log (|X] - 1) > H(X | Y),

missid H(t) = —tlogt — (1 —t)log(1l —t), t € [0, 1]. Todistus on samanlainen

kuin (tdysin) diskreetissé tapauksessa ja sivuutetaan.

Huomautus. Edella voisi joka paikassa olla satunnaismuuttujan Y paikalla

my6s n-ulotteinen satunnaisvektori Y.

7.3 Shannonin toinen lause diskreettiaikaisel-

le Gaussin kanavalle

Lause 7.2. Olkoon diskreettiaikaisen Gaussin kanavan kohinavarianssi N >

0 ja tehoraja P > 0. Silloin kanavan kapasiteetti on

1 P
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Todistus. Pitda siis osoittaa, etté
sup{ R | R saavutettavissa} = C.

Olkoon R < C. Osoitetaan ensin, etti 16ytyy sellaiset ([2"%],n)-koodit
(Ch,gn), ettd A — 0, kun n — oco. Voidaan olettaa, etti R > 0. Ol-
koon ¢ > 0 ja merkitidin M, = [2"]. Olkoon p(z) jakauman N(0, P — ¢)

tiheysfunktio ja asetetaan

p(",y") = p(z”) p(y" | "),

z",y" € R". Erityisesti siis X" ~ N(0, (P —¢)1,,).

Olkoon X™(1),..., X"™(M,) w p(z™) ja kdytetddn satunnaisvektoreita X™(j)
"kooderin” C,, koodisanoina. On syytd huomauttaa, ettia C, ei vélttamatta ole
"oikea” kooderi (vertaa luvun 7.2 médritelmi), koska ei ehké ole | X" (5)||> <
nP kaikilla 7. Lopuksi kuitenkin koodisanoja karsitaan siten, ettd tehorajoi-

tus tulee olemaan voimassa.

Merkitadn

C, = (X"(1),...,X"(M,))
samaistaen kooderi C,, satunnaisten koodisanojensa kanssa. Merkitddn vas-
taavasti

Cp = (2"(1),...,2"(M,)),
kun (z"(1),...,2"(M,)) on satunnaisvektorin (X™(1),..., X"(M,)) arvo (eli
"realisaatio”). Siten C,:4i ajatellaan (R")M» = R"M»_arvoisena satunnaisvek-

torina ja C, € R™™» on sen saama arvo, eris konkreettinen kooderi.

Kaytetddn yhteistyypillisyysdekooderia g,, kuten lauseessa 5.18, mutta li-
sitadn tehorajoitus: g,(y") = 7, jos (:E"(j),y") e AW, (z"(k),y") ¢ AW
kaikilla k # j ja lisiksi ||2"(7)]|?> < nP. Muutoin asetamme (mielivaltaisesti)

gu(y") = 1.
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Kooderin C,, keskimééarainen virhe mééritelldan kaavalla
_ 1 M
MCu) =51 > (G,

2(Co) = / (" | X)) dy".
{yn‘gn (yn§cn)7éj}

Vastaavasti médritelldan A(C,,) ja \;(C,) korvaamalla C, C,:1ld ja X"(5)
2™ (j):114. Silloin

BAC) = [ AC)p(C) dC,

RnMn

missé p(C,,) on jakauman N (0, (P —¢)I,,) tiheysfunktio ja siis C, € R"Mn.

Osoitetaan seuraavaksi, etté

lim E[X(C,)] = 0. (7.6)
Nyt
_ 1 Y
E[NC,)] = EZ / A (CL) p(Cy) dC,,.

Olkoon j kiinted. Edella olevassa kaavassa
A;(Cr) = P{"viesti j dekoodataan védrin” | "kooderi on C,,"},

ja kokonaistodennikoisyyden kaavan nojalla

| wicascnc,

RnMn

= P{"viesti j dekoodataan viirin, kun kooderi C,, valitaan satunnaisesti”}

= ]P(B]m),

missé vield merkittiin B, ,:114 yo. kaavassa olevaa tapahtumaa "viesti ... sa-

tunnaisesti”.
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Nyt Bj,n C Djﬂ U Ejﬂ U Fj,na missé

Djn={(X"(j),Y") & AL},
Ejn={(X"(k),Y") € A® jollain k # j},
Fyn = {IIX"()|I” > nP},

koska selvisti DS, N ES N F}, C By, . Aivan kuten lauseessa 5.18, AEP:sté
saadaan (lause 6.12 ja vastaava yhteistyypillisyys AEP),

]:P)(D.]7n> = I/n’
jossa v, ei riipu j:sté ja v, — 0, kun n — oo ja myés etté

P(E] n) < an(I(X;Y)fRf?)E) )

Nyt X ~ N(0, P — ¢), joten luvun 7.2 nojalla

1 j
1(X;Y) = 5 log <1+ NE).

Koska R < C' = %log (1 + %), on silloin
I(X;Y)—R—3¢>0,

kun € > 0 on tarpeeksi pieni. Siten P(E;,) = f,,, misséd p, ei riipu j:sté ja
limy, o0 ftn, = 0. Edelleen, X"(j) ~ N(0, (P —¢)I,,), joten E[X;(j)?*] = P —e.

Siten heikon suurten lukujen lain nojalla
1 ne 2 1 - -\ 2
LX) = LX) s P
i=1
stokastisesti, kun n — oco. Néin
Lo a2
P(Fy) =3~ X"()IF > PL =,

ei riipu j:sté ja p, — 0, kun n — oo. Siten lim P(B;,) = 0 ja kuten lauseessa
_ n—00
5.18, lim E[A(C,)] =0, eli (7.6) pétec.

n—oo
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Jokaiselle kooderille C,, on 0 < A\(C,,) < 1. Olkoon
Tp = 1gnf ACh).

Silloin lim 7,, = 0, koska jos 7,, > ¢ > 0 ddrettomén monella n, on néille n
n—oo

E[XC,)] = / MCy) p(Cn) dCy > 7, / p(Cp)dC, =1, > >0,

RnMn RnMn
miké on ristiriidassa tuloksen 7.6 kanssa. Valitaan nyt kaikillan € N kooderi
Cr, jolle
< 1
T < MNCT) < 1 + —.
n

Silloin

lim \(C¥) = 0.

n—so0
Pitamalla [, = [M, /2] parasta koodisanaa " (jn1),...,2"(jn,) saadaan
koodit C*[{jn1,- - -, Jni, } joilla maksimaalinen virhe A — 0, kun n — oo.

Kun n on riittdvéin suuri, on ||2"(j,x)||* < nP kaikilla j, , # 1, koska muu-
toin \;, (Cr) =1 eiké voisi olla A — 0. Siten, pudottamalla tarvittaessa
pois vield 2"(1) (jos se on mukana) , saadaan kooderit Cy|{j, 1, Jh 1. }>
[M,/2] > k, > [M,/2] — 1, joilla A\ — 0. Nyt 16ytyy sellainen R,, etti
k, = 2nfn,

2 1
R——<R,<R+—
n n

ja loppu menee kuten lauseessa 5.18.

Kidntien, olkoon ([2"%],n)-koodeille voimassa A™ — 0. Osoitetaan, etti

— Y e e e 1 P
silloin vélttdmétta on R < 3 log (1 + N)'

Olkoot koodin (C,,, g,) koodisanat z™(1), ..., z"(M,), M, = [2"%] ja

lz"()|]* < nP,j=1,..., M,.

Olkoon viesti J,, tasaisesti jakautunut joukossa {1,..., M,},
1
V=Pl = = —, j=1,..., M,
p(j) =P{Jn = j} YR
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Olkoon X™ = C,,(J,,) viestid J, vastaava koodisana. Silloin X" on diskreetti

satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on X = {z"(1),...,2"(M,)} ja jolle

(vrt. lause 5.18)

1 Cul) =)

M, , 1" e X.

pla") = B{X" = 2"}

Niin saadaan syote-tulostepari (X", Y™) ~ p(a™, y"), missd p(z",y") =

p(z") p(y™ | «"), jolloin

P{X = 2" y" € B} = p(a") / ply" | &) dy",
B

kun 2" € X, B C R" (ks. luku 7.2).

Nyt
I(Jn;Y") = H(Jn) = H(Jn | Y")

ja H(J,) = log M, (lause 2.12). Siis

log My = H(J, | Y™) + I(Jn: Y™).

Arvioidaan nyt (7.7):n oikean puolen termejé erikseen. Ensiksikin
(T Y™) S T(X™ YT,
koska X™ = C,,(J,) on J,n funktio. Toisaalta,
I(X™Y™) = H(Y™) = H(Y" | X") = H(Y") — H(Z"),

koska Y = X" 4+ Z" Z™ ~ N(0,N1,), X" L Z". Edelleen,

HY" <3 H(Y)

differentiaalientropian perusominaisuuksien perusteella. Koska 71, . ..

on lisaksi

H(Z") = ZH(Zi).
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Siten

n

(XY™ <Y [H H(Zy)]. (7.9)
=1
Edelleen,

missé X; on koodisanan i:s komponentti, Z; ~ N(0, N) ja X; 1L Z;. Merkitaéan

Silloin

E(X}? +2X,Z; + Z})
= E(X7) + 2E(X,) E(Z) + E(Z})
P+ N,

koska E(Z;) = 0. Siten lauseesta 6.3 saadaan
1 1
H(Y)) < 5 log [2meD?*(Y;)] < 5108 [27me(P; + N)].

Toisaalta H(Z;) = 3log(2meN), joten kaavasta (7.9) saadaan

1
I(X™ym™) < Z{ log [2me(P; + N)] —alog(QﬂeN)}

"1 2me(P; + N) "1 P
— Z1 i S ~1 14+ —. 1
Zzog[ 2meN ] 220g<+N) (7.10)

i=1 i=1

Kaavan (7.7) oikean puolen ensimmaiselle termille saadaan arvio taas Fanon
epayhtalosté:

H(J, |Y™) < H(P.(Cy)) + P.(Cy)log(M, — 1), (7.11)

missi P.(C,) = P{g,(Y") # Jn}. Mutta H(P.(C,)) < 1, M, = [2"F] ja,
kuten lauseessa 5.18 (vrt. kaava (5.25)), on P,(C,) <A™,
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Siten tulosten (7.7), (7.8), (7.10) ja (7.11) nojalla
nR <log M,

§1+)\(")nR+Z§log <1+N)’
i=1

joten

1 R | P
< 2™ S | 1+ =2, 12
R<—+ R+n;20g<+N) (7.12)

Lis#ksi tiedetddn (harjoitustehtiavi), etta
1~ 1 P\ 1 1P
— -1 1+ =] <=1 1+ — — . 7.1
() he (IR
Vield ||z"(j)||* < nP kaikilla j, joten

1 n 1 n 1 My, .2 1 My, 1 n .2
WP g P = g X b < P
i=1 i=1 " j=1 =1

i=1
Siten epéayhtéloiden (7.12) ja (7.13) nojalla

1 1 P
<=4+ XYR4+ Zlog 1+ =).
R_n+ R+20g(+N>

Kun n — oo, saadaan téasta viite. O
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Luku 8

Jatkuva-aikainen Gaussin

kanava

8.1 Hilbertin avaruuksista

Olkoon V (reaalikertoiminen) vektoriavaruus. Kuvaus (-,-) : V x V — R on

sisdtulo, jos kaikilla x,y,z € V ja a € R pétee

(1) (z,y) = (y,2),

(ii) (& +y,2) = (z,2) + (y,2),
(12i) (az,y) = a(z,y),
(iv) (z,2) > 0, kun = # 0.

Huomautus. Kohdan (i7) (tai (zii)) nojalla (x,z) = 0, kun = = 0.
Pari (V, (-,-)) on sisdtuloavaruus.

173



Esimerkki 8.1. Olkoon 2" = (z1,...,%,), ¥" = (Y1,-..,Yn) € R" ja

(z",y") = Z ZilYi-
i=1
Silloin (R™, (-,-) ) on sisituloavaruus. I
Esimerkki 8.2. Olkoon a,b € R, a < b ja
C(la,b]) = {z | = : [a,b] = R jatkuva funktio}.
Asetetaan

(z,y) = / w(t)y(t) dt,

kun z,y € C([a,b]). Silloin (C([a,b]),(-,+) ) on sisituloavaruus. I

Sisétulo (-, ) maardaa normin ||-||,

2]l = v/ {z, z).

Huomautus. (V,|-]|) on normiavaruus. Jos asetetaan d(z,y) = [z —yl|,

niin d: V x V' — [0, oo[ on metriikka ja (V,d) on metrinen avaruus.

Esimerkki 8.3. Avaruudessa R"

Sisétuloavaruuden V' jonolla (z,) on raja-arvo xz € V| jos lim ||z, — x| =0
n—oo
eli jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen n. € N, ettd ehdostan > n.

seuraa, ettd ||z, — z|| < e. Merkitdén lim x, = z.
n—oo
Jono (z,,) on Cauchyn jono, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen

n. € Ny, etté ||z, — x| < € aina, kun n,m > n..

Sisétuloavaruus on tdydellinen, jos sen jokaisella Cauchyn jonolla on raja-

arvo. Téaydellinen sisdtuloavaruus on Hilbertin avaruus.
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Esimerkki 8.4. Avaruus R" edella olevalla sisatulolla varustettuna on Hil-

bertin avaruus. I

Esimerkki 8.5. Olkoon

# = { (@

T, €R, n €Ny ja in<oo}

n=1

Asetetaan

<<xn)7 (yn» = Z TnYn-

Silloin (2, (-,-) ) on Hilbertin avaruus. Todistus sivuutetaan. I

Esimerkki 8.6. ¢ ([a, b]) edelld olevalla sisdtulolla ei ole Hilbertin avaruus

(harjoitustehtava). I

Esimerkki 8.7. Olkoon
b
L*([a,b]) = {az ’ x : [a,b] — R Borelin funktio ja /:c(t)2 dt < oo}.

Asetetaan ,

(2.y) = / £(t)y(t) dt,

kun z,y € L*([a,b]). Silloin (L?([a,b]), (-,-) ) on Hilbertin avaruus. Todistus

sivuutetaan. | ]

Huomautus. Jotta ehto (iv) sisitulolle olisi voimassa esimerkissa 8.7, pitda
kuitenkin samaistaa funktiot, jotka yhtyvit m.k. ¢ € [a,b]. Tamé tarkoittaa,
ettd avaruuden LQ([CL, b]) alkiot ovat itseasiassa funktioiden z mé&ardaamia

(ekvivalenssi)luokkia
[z] = {y | y(t) = z(t) mk. t € [a,0]}.
Esimerkki 8.8. Olkoon ({2, F,P) todennikéisyysavaruus ja asetetaan
L*(Q) = {X | X : Q — R on satunnaismuuttuja, jolle E(X?) < oo}.
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Maaritelldan

(X,Y) =E(XY),

kun X,Y € L*(Q). Silloin (L?(2),(-,-)) on Hilbertin avaruus. Todistus si-

vuutetaan. I

Huomautus. Abstraktissa todennikoisyyslaskennassa odotusarvo on inte-

graali,

E(X) :/X(w) dP,
Q
missd P on todenndkoisyysmitta. Talloin

(X.Y) = | X(w)Y(w)dP,
/

joten L?(£2) on analoginen L? ([a, b]) :n kanssa.

Avaruudessa R" on standardi kanta {e},... e},

e =(0,...,0,1,0,...,0).

n kpl

Se on ortonormaali (o.n.), eli <e?, e?> =0;,1,7=1,...,n. Jos 2™ € R", on

n

= Z (x" el el

i=1

(kuva 8.1).

Vastaavasti Hilbertin avaruuden V' jono (e,) on ortonormaali kanta, jos
(€n,€m) = Onm kaikilla n,m € N, ja

e}

T = Z (x,en) en,

n=1
kun z € V. Sarjan suppeneminen takoittaa, etta

m

lim Z (x,e,) e, =,
m—r00

n=1
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eli

=0.

lim
m—00

Z(x, €n) €n — T

n=1

Voidaan osoittaa, ettd Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta jos ja
vain jos se on separoituva eli on olemassa numeroituva ja tihed avaruuden V'

osajoukko.

Esimerkki 8.9. Avaruudella [* on ortonormaali kanta (e,,), €, = (din)ien,

eli
n

en=(0,...,0,1,0,0,...).
I

Esimerkki 8.10. Avaruudella L?([0,1]) on esimerkiksi ortonormaali kanta

(en),
1, n=1

en(t) = { V/2cos(2rkt), n =2k
V2sin(2rkt), n=2k+1,

k=1,2,... (vrt. harjoitustehtavé). I

Olkoon V' Hilbertin avaruus. Kuvaus A : V' — V on operaattori, jos se on

lineaarinen ja jatkuva. Lineaarisuus tarkoittaa, ettéa

Aax + by) = aA(x) + bA(y)
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kaikilla z,y € V, a,b € R. Jatkuvuus puolestaan tarkoittaa, ettd kaikilla

x € V jae >0 on olemassa sellainen ¢ > 0, ettéd
|A(z) — A(y)|| < € aina, kun ||y — z|| < 0.
Lineaariselle kuvaukselle A merkitééin tavallisesti A(x) = Ax, kun z € V.

Olkoon A : V — V lineaarinen. On helppo néhdai, ettd seuraavat ehdot ovat
yhtépitavat:

(7) A on jatkuva
(17) A on jatkuva jossain pisteessi z € V
(7ii) A on jatkuva origossa 0 € V

(1v) on olemassa sellainen M > 0, ettd ||Az| < M ||z|| kaikilla z € V.

Operaattori A on symmetrinen, jos

(Az,y) = (z, Ay)
kaikilla z,y € V.
Luku a € R on operaattorin A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen x # 0,

etta

Az = azx.

Vektori x on télléin (erds) ominaisarvoon a liittyva ominaisvektori.

Esimerkki 8.11. Symmetrinen matriisi K € R™*" méérittelee symmetrisen

operaattorin K : R™ — R", koska

(Kz",y") ZKU:c]yz :KZ jiviry = (2", Ky"),

1,j=1 1,j=1

kun z™,y" € R". |
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Lineaarialgebrasta tiedetdén, ettd symmetriselld matriisilla on ortonormaalit

ominaisvektorit uf, ..., ul. Siis, jos A on symmetrinen,

n
n __ n n n — n __ n n n
Au? = a;uy, <ui,uj = 0;, " = g (", ul) u

=1

kuni,7=1,...,n, 2" € R™.

Hilbertin avaruudessa analoginen ominaisuus on kompaktilla symmetrisell&
operaattorilla. Operaattori A : V' — V on kompakti, jos jokaiselle rajoitetulle
jonolle (z,,) (siis ||z,|| < M, n € Ni, jollain M > 0) jonolla (Ax,) on

suppeneva 0sajono.

Olkoon A : V' — V kompakti ja symmetrinen operaattori. Voidaan osoittaa,
ettd operaattorilla A on sellaiset ortonormaalit ominaisvektorit e, etta (e,)
on avaruuden V kanta. Siis,

oo

Aen = An€n, <6n7 em> = 5mn7 xr = Z <l’, 6n> €n,

n=1

kun n,m € N, , x € V. Summa on tietysti dérellinen, jos V' on &direllisdimen-

sioinen.

Esimerkki 8.12. Tarkastellaan Hilbertin avaruutta L*([a,b]) ja olkoon R :
[a,b] x [a,b] — R jatkuva. Merkitdéan

M = max{|R(t,7')| t,T € [a,b]}.
Olkoon z € L*([a, b]) ja mééritelldsin
b
y(t) = /R(t,T)x(T) dr, t € la,b]. (8.1)
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Silloin
b

(@ < [/IR(M)\ |~’C(T)|d7} = [{[R(t, )], =) ]°

<IIR(E, P ] = / R(t,7)dr - |2

<(b—a) M? ||x||2 < 00

missé toinen epéyhtilo seuraa Schwarzin epédyhtélostd (harjoitustehtéava).

Erityisesti siis integraali (8.1) suppenee. Edelleen,
b
[P e < - apar? o) < . 52)

joten y € L2 ( la, b]) Voidaan osoittaa, ettd y on itseasiassa myos jatkuva.

Edelleen, mééritelldén kuvaus A : L?([a,b]) — L?([a,b]) kaavalla Az = y.

Selviisti A on lineaarinen ja tuloksen (8.2) nojalla se on myos jatkuva, silla
2 2 2
[Az]* =yl < (0 — a)*M? ||,

joten
[Az]| < (b —a) M |||

(vertaa kohta (iv) edelld). A on siis operaattori, ns. funktioon R liittyva

integraalioperaattori. Voidaan osoittaa, ettd A on myos kompakti.

Jos R on symmetrinen, R(t,7) = R(7,t) kaikilla t, 7 € [a, ], silloin A on my6s
symmetrinen ja siis sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden

L?([a,b]) ortonormaali kanta. I

8.2 Karhusen-Loéven kehitelméa

Otsikon Karhunen viittaa suomalaiseen matemaatikkoon, Kari Karhuseen.
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Kuva 8.2: Stokastisen prosessin kaksi realisaatiota.

Olkoon (2, F,P) todennékoisyysavaruus. Aikaisemmin stokastinen prosessi
médriteltiin Q:lla méériteltyjen satunnaismuuttujien X,, jonona (X,,). Ylei-
semmin, stokastinen prosessi on satunnaismuuttujaperhe (X;)ier = (X3),
misséd I on indeksijoukko ja X; : 2 — R on satunnaismuuttuja, t € I. Seu-

raavassa tavallisesti I = [a,b] C R ja indeksid ¢ € [a, b] ajatellaan aikana.

Jatkossa merkitddn X; = X (¢). Satunnaismuuttujan X, arvoa pisteessd w €
Q) voitaisiin télloin merkitd X;(w) = X(f,w). Olkoon w € €. Funktio ¢ —
X (t,w) on prosessin (X (t)) (eréis) realisaatio (vastaa satunnaismuuttujan
realisaatiota, arvoa). Kuvassa 8.2 on esimerkki erddn vélilla [0,300] mééri-

tellyn prosessin kahdesta realisaatiosta.

Stokastisen prosessin (X (t)) jakaumaa voidaan kuvata sen &drellisulot-
teisilla jakaumilla eli satunnaisvektoreiden (X(¢1),...,X(tx)) jakaumilla,
tl,...,tk € [a,b], ke N+.

Esimerkki 8.13. Gaussin prosessissasatunnaisvektoreilla (X (t1), ..., X (tx))
on multinormaalijakaumat. (Tarkkaan ottaen sallitaan myos singulaariset

multinormaalijakaumat, joilla ei ole tiheysfunktiota; ne ovat keskittyneet vek-
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torialiavaruuksille, jolloin kovarianssimatriisi on singulaarinen.)

Olkoon erityisesti E[X (t)] = 0 kaikilla ¢t € [a,b]. Silloin Gaussin prosessin

aarellisulotteiset jakaumat méaédrdytyvéit kovariansseista
E[X(t;) X (t;)]

(vertaa luku 6.3). I

Yleisesti, olkoon (X (t)) prosessi, jolla E[X(t)] = 0 kaikilla ¢ € [a,b] ja ole-
tetaan, ettd odotusarvot E[X (¢) X (7)] ovat olemassa, kun ¢, 7 € [a, b]. Silloin
funktio R : [a,b] x [a,b] — R,

R(t,T) = E[X(t) X(T)}

on prosessin (X (t)) kovarianssifunktio. Selvéisti R on symmetrinen, R(f,7) =

R(T,t).

Prosessi (X(t)) on stationaarinen, jos kaikilla ty,... .ty € R,k € Ny jar € R
on satunnaisvektoreilla (X (t1),..., X (t)) ja (X(t147),..., X(tx+r)) sama
jakauma (vertaa mééritelma 3.6). Silloin, jos kovarianssifunktio on olemassa,

on siis

D
—~
g
~
|
\]
S~—
_l’_
\]
N~——
o<
Py
o
_I_
-

Funktiota R(7) = E[X(7) X(0)] kutsutaan mys prosessin kovarianssifunk-

tioksi.

Erityisesti stationaarisen Gaussin prosessin darellisulotteiset jakaumat méa-

rad tdysin kovarianssifunktio R(7).
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Olkoon nyt X™ satunnaisvektori, jolla E(X") = 0 ja olkoon R = (R;;) € R"*"

X"™mn kovarianssimatriisi,
R =E(X;X;), i,j=1,...,n

R on symmetrinen, joten silléd on ortonormaalit ominaisvektorit ef, ..., el (e

vélttamattad tietenkddn R™:n standardikanta),
Re! =a;e! (8.3)

7

i=1,...,n. Siten, kun w € Q, X"(w) € R" ja

X"(w) = 3 (X)) el

Voidaan siis kirjoittaa

Téassa

on satunnaismuuttuja, jolle
E(Z;) =E({(X"e})) = E(ZXk 6ik> = E(Xy) e =0,
k=1

koska E(X}) = 0 kaikilla k. Siten siis

E(Z)=0, i=1,...,n. (8.6)

Lisaksi

n n

n n n n

= Z E(X) X)) ein e = ZZRM Cik €51
k=1 =1 k=1 I=1

= (ef, Ref) = (e} a;€f) = a; (e} e])

= a; 5ij>
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kun 7,57 =1,...,n. Siten

ja
E(Z}) = ai, (8.8)
i,7 =1,...,n. Siten on voimassa Karhusen-Loéven kehitelmd
i=1

E(Z) =0, E(Z Z;)=0, E(Z?) =a,
kun 7,7 = 1,...,n, i # j. Edelleen, kun a; = 0, on E(Z?) = 0eli Z; = 0
todennékoisyydella 1. Siten kaavassa (8.9) voidaan kehitelmédn ottaa mukaan

vain termit, joissa a; > 0 ja se edelleen pétee todennéikoisyydelld 1.

Analoginen tulos pétee yleisemmin myos tietyille stokastisille prosesseille;
stokastista prosessia voidaan ajatella erdénlaisena dédretonulotteisena satun-

naisvektorina ja siis dérellisulotteisen vektorin X" yleistyksené.

Olkoon (X (1)) o] = (X (t)) stokastinen prosessi, jolle E(X(t)) = 0 kaikilla
t ja jolla kovarianssifunktio R(t,7) = E[X (t) X (7)] on jatkuva. Olkoot (ey)
kompaktin operaattorin (8.1) ortonormaalien ominaisvektoreiden jono,

b
/R(t, T) er(T) dr = ag ex(t),
a
k € Ni (vrt. (8.3)). Ominaisfunktiot e, ovat itseasiassa jatkuvia (vertaa
esimerkki luvussa 8.1). Tédstd johtuen ei seuraavassa ole mitddn "m.k. epé-
miAriisyytta” tai midrittelemittomyyttd. Avaruuden L?([a,d]) ekvivalens-
siluokan jatkuva edustaja on yksikésitteinen ja voidaan puhua tavallisten

funktioiden arvoista pisteissa t. Nyt voidaan osoittaa, etté
X(t) =Y Zypey(t), (8.10)
k=1

184



misséd satunnaismuuttujat 7 toteuttavat ehdot
E(Zy) =0, E(Z.Z)=0, E(Z})=a, (8.11)

kun k,l € N, k # [. Suppeneminen tapahtuu tasaisesti avaruudessa L?((Q),

sup IE{ x(r) - kz: 7 ek(t)r} 0,

te|a,b]

eli

kun n — oo. Kehitelm#é (8.10) sanotaan prosessin (X (t)) Karhusen-Loéven

kehitelmakss.

Satunnaismuuttujat 7 médritelladn analogisesti kaavan (8.5) kanssa,

b
Z = / X (t) ex(t) dt. (8.12)

Integraali (8.12) voidaan méaritelld "Riemannin summien” avulla seuraavasti.

Tarkastellaan véilin [a, b] jakoja D :a =tg < t; < --- < t, = b ja olkoon
|D| =max {|t; —t;_1| [ i=1,...,n}.

Olkoon .
I(D) = ZX(ti) en(ti) (b — tio1).

Silloin (8.12) tarkoittaa, ettd Zj on satunnaismuuttuja, jolle jokaista & > 0
kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd E[(I(D)—Z;)?] < € aina, kun |D| < 6.

Edelleen, ehdon (8.11) nojalla axy > 0 ja summa (8.10) voidaan ottaa vain
niiden £ yli, joilla ap > 0, koska ehdosta a; = 0 seuraa, ettd Z; = 0 toden-

nékoisyydella 1.

Jos (X (t)) on Gaussin prosessi, ovat satunnaismuuttujat Zj itseasiassa nor-
maalisti jakautuneita ja rigppumattomia. Liséksi kiintedlld ¢ € [a,b] sarja

(8.10) suppenee todennékoisyydella 1.
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Hyvi esitys kaikkine yksityiskohtineen lukujen 8.1 ja 8.2 asioista 16ytyy Ashin
kirjasta [2].

8.3 Shannonin toinen lause jatkuva-aikaiselle

Gaussin kanavalle

Syotteend kanavaan on nyt funktio s(¢) ja kanavan aiheuttamaa hairiota mal-
linnetaan héirié /kohinaprosessilla (n(t)). Oletamme, ettd (n(t)) on statio-

naarinen (GGaussin prosessi.

s(t) —> [Informaatiokanava] — s(t)+ n(t)

(8.13)

syoOtesignaali tulostesignaali

Eri syottokerroilla syotesignaaliin lisdtadn eri realisaatio n(t,w) hdirioproses-
sista,

s(t) — s(t) + n(t,w),
w € €. Siten tuloste on satunnainen.

Esimerkki 8.14. Kuvassa 8.3 on esimerkki syGtesignaalista ja siihen lisatté-
vistéd kohinaprosessin kolmesta eri realisaatiosta. Lopputulos on aina hieman

erilainen riippuen lisétyn hiirion tarkasta muodosta. I

Oletetaan, ettéd E[n(t)] = 0 kaikilla ¢ ja olkoon prosessin (n(t)) kovarians-
sifunktio R(7) jatkuva. Olkoon T" > 0 ja tarkastellaan Hilbertin avaruutta
L*([-T/2,T/2)).

Luvun 8.2 nojalla kaava
T/2

(Arx)(t) = / R(t — 7) x(7) dr, te[-T/2,T/2]

~T/2
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alkuperéinen syotesignaali

1
0.5
0
-0.5
-1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
kohinasignaali syo6te + kohina
1 1.5
1
0.5
0.5
0 0
-0.5
-0.5
-1
-1 -15
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
kohinasignaali syo6te + kohina
1 2
0.5 1
0 0
-0.5 -1
-1 -2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
kohinasignaali syo6te + kohina
1 2
0.5 1
0 0
-0.5 -1
-1 -2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 8.3: Syotesignaali ja siihen lisdttévid kohinaprosessin realisaatioita.
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madrittelee kompaktin symmetrisen operaattorin A : L2([—T/ 2,T/ 2]) —
L2([—T/2, T/Z]). Olkoot (ek( . ;T))k6N+
naisvektorien muodostama avaruuden L?([—T1/2,T/2]) kanta ja ax(T), k €

operaattorin Ar ortonormaalien omi-

N, vastaavat ominaisarvot. Oletetaan, ettd ay(7") > 0 kaikilla k.

Tarkastellaan syétettd s € L?([—1'/2,T/2]) ja olkoon (np(t))ie[—1/2,1/2 ko-

hinaprosessin (n(t)),_, rajoittuma véliin [~7'/2,T/2]. Lukujen 8.1 ja 8.2

teR
nojalla

st(t) =Y si(T) er(t: T), (8.14)

k=1
missé sg(T) = (s, er(-;T)) ja

nr(t) =Y Znen(t;T), (8.15)
k=1
missd satunnaismuuttujat 7 : 0 — R ovat riippumattomia ja

Zi ~N(0,a,(T)), k € N

Siten saadaan vastaavuudet

s7(t)

nT(t)

(Sk(T))k€N+

—
> (Zi)ren,

ja siis oleellisesti

st(t) + nr(t) «— (sx(T) + Zy) ke,

Néin kanavan (8.13) voi ajatella vastaavan kanavaa

(8.16)

(sk(T))kem — [Informaatiokanava | —» (sk(T) + Z’“)kem'

—-1/2

Edelleen, skaalaamalla luvuilla ax(7") > 0 voidaan yhtd hyvin tarkastella

kanavaa

(ar(T)50(T)) e, — (an(T) 7254 (T) + an(T) 220,
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Téssi Zy ~ N(0, ax(T)), joten satunnaismuuttujille Z} = ay,(T)~'/2Z;, pitee

D2<Z]:) = D2 (ak(T)_l/QZk) = [CLk<T)_1/2]2 DQ(Zk) = CLk<T)_1 . ak(T) = 1.

Siten voidaan jatkossa tarkastella kanavaa

2 — | Informaatiokanava| — Y,

missd z = (1, xe, .. .) on reaalilukujono,
Y=x+ 2,

missd Z = (Z7,Z;,...) on kohinaprosessi, jolle

iid

Z:, 75, PN(0, 1),

Tamé kanava on jatkuva-atkainen Gaussin kanava.

Merkitaan

R* = {x|x:(:p1,x2,...), rr € R, k€N+}.

Siis jatkuva-aikaisen Gaussin kanavan syote x € R* ja tuloste on stokastinen
prosessi Y = (z1, + Z})ken, . Kun titd vertaa luvun 7.1 diskreettiaikaiseen
Gaussin kanavaan, ndhdaén etté jatkuva-aikainen Gaussin kanava vastaa ma-

temaattisesti aaretonulotteista diskreettiaikaista Gaussin kanavaa.

Kuten diskreettiaikaisessa Gaussin kanavassa, asetetaan nytkin syctteelle te-
horajoitus. Téhdn voidaan ajatella olevan selvit fysikaaliset syyt ja jos ra-
joitusta ei aseteta, voitaisiin helposti taas mééritelld koodeja, joilla tiedon-
siirtonopeus saadaan mielivaltaisen suureksi virhetodennékoisyyden pysyessé

mielivaltaisen pienené.

Sydtteen tehoa hetkelld ¢ mitataan suureella x(t)?. Keskimirdinen teho vii-
lilla [—-7/2,T/2] on téllsin noin (kuva 8.4)

T/2
1 . 2 1 . 2 1 2
i=1 =1 —T/2
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tl ti tm
: —e—t S B— : : : A=T/m
—T/2 —~ T/2

Kuva 8.4: Vilin [-T'/2,T/2] diskretointi syotteen keskimédriisen tehon las-

kemiseksi.

Siten syotesignaalin x(t) keskiméédrdinen teho mééritelldén kaavalla

T/2

% / z(t)* dt.

~T/2

Olkoon nyt
x(t) = Z xpep(t; T).
k=1

Silloin kannan (ej,( ;7)) ortonormaalisuuden perusteella

T/2 T/2

/:p(t)Zdt: / [Zxkek(t;T)leel(t;T) dt
i iy Le=1 I=1
o w T/2
zzzxkxl / ex(t;T)e(t; T) dt
k=1 i=1 iy
=Y > wewlen(-5T) e+ T))

e
Il
—
Il

1

e
Il
—
—
Il
—

T/2 .

1 9, 1 s 1 9

p [ =23 et = el
~T/2 =

missi ||z]| on jonon x = (x;) [>-normi.

190



Kuva 8.5: Origokeskinen r-siiteinen pallo avaruudessa 2.

Merkitaan

B(0,7) = {:c cli?||z| < 7’},

kun 7 > 0. B(0,7) on siis origokeskinen r-siteinen (suljettu) pallo avaruu-
dessa [* (kuva 8.5).

Tarkastellaan nyt viesteji 1,..., M ja olkoon K > 0. (M, T)-koodi on pari
(C,g), misséa C' on kooderi,

C:{1,...,M} > B(0,VKT) C I

ja (Borelin funktio) g : R*® — {1,..., M} on dekooderi. K on tehoraja ja

koodisanat

toteuttavat ehdon
1 [e.e]
(12 . N2
[GIP<KT el Y m) < K. (8.17)
k=1
Niin koodisanat siis vastaavat funktioita, joiden keskimééardinen teho valilla
[—T/2,T/2] on korkeintaan K.

Viestin 7 virhetodenndkdisyys madritelladn kaavalla

A =Plg(z(j) + 2) #j}.

Huomautus. Ei ole vaikeaa osoittaa, etté {g(x(j) + Z) # j} € F ja ettd
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siis ylla oleva todennékoisyys on méadritelty:

{9(z()+2) #3} = J{9=() + 2) =i} = J{2() + Z € g7 (1)}

i#j i#]
=UJ{Z € () +¢7'(0)}
i#j

ja{Z e —x(j)+g7'(i)} € F, koska —z(j) + g~'(i) on R Borelin joukko
ja Z = (Zf,Z;,...), missa Z; : Q0 — R on satunnaismuuttuja, k € N.

Koodin maksimaalinen virhe on taas
AT = max{\i,..., A}

Edelleen, tiedonsiirtonopeus R > 0 on saavutettavissa, jos on olemassa sel-
laiset ([277"],T,)-koodit, ettéd T,, — oo, AT} — 0, kun n — oo. Télléin siis,

jos M, = [2FT"], on

log M, 1
<R+ —
T, ~ * T,’

eli valilla [—T,,/2,T, /2| siirtyy kanavan lipi noin R bittid per aikayksikko

R <

lahes virheettomaésti, kun 7,, — oo (eli n — o0).

Kanavan kapasiteetti on
C' = sup{R | kanavan tiedonsiirtonopeus R saavutettavissa}.

Lause 8.1. Olkoon jatkuva-aikaisen Gaussin kanavan tehoraja K > 0. Sil-

loin kanavan kapasiteetti on

1
C= §Klog e.
Todistus. Osoitetaan ensin, ettd C' > %Klog e. Olkoon [ € N, ja
1 K 1 1 K
—1 14— —= —1 14+ —. 1
20g<+l) 12<Rl<20g(+l) (8.18)

Tarkastellaan diskreettiaikaista Gaussin kanavaa kohinavarianssilla N =1 ja
tehorajalla P = K/I. Lauseen 7.2 nojalla nyt on olemassa sellaiset ([2"%],n)-

koodit (C,, g»), ettd maksimaalinen virhe A — 0, kun n — co.
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Olkoon T" € N, ja tarkastellaan koodien osajonoa (Cir, gir)ren, . Koodin
(Cir, gir) koodisanoille 2'7'(j) = (21(j),...,zr(j)) pitee tehorajoituksen

nojalla

eli

- NIE :
missé [|2'7(j) || = kz: 1 (5)%.
Madritelldin nyt z(j) € R* koodisanan x'7(j) "nollajatkona”,

() = (z1() - -, zr(§),0,0,...).
Silloin N
leDI* = 3" 2(G)? = |27 G)|* < KT

(vrt. kaava (8.17)), joten voidaan médritella jatkuva-aikaiselle Gaussin kana-

valle kooderi

Cr:{1,....[2"%} = B(0,VKT) C I, Cr(j) = 2(j).

Vastaava dekooderi gy : R® — {1,..., [2771]} midritelldsn sitten kaavalla

gT(y) = ng(y17 ey le)7

kun y = (Y1, -, Yirs Yir+1, - - -) € R, Silloin selvésti koodin (Cr, gr) mak-
simivirhe on sama kuin diskreetin kanavan koodilla (Cir, gi7), jolle maksi-

(T)

mivirhe A — 0, kun T" — oo. Siten my0s jatkuva-aikaisessa kanavassa

maksimivirhe M) — 0.

Nyt ITR, = (IR;)T, joten nopeus [R; on saavutettavissa jatkuva-aikaisessa
kanavassa (T,, = T = n saavutettavuuden mééritelmassa). Siten C' > [R;.

Mutta [ € N oli mielivaltainen ja kaavan (8.18) nojalla

l K 1 l K
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Lisaksi

o K 1. K\
fim 5 log (”7) = 5 im log (“7)

1 ' 1
zélog lim <1—|——) zélogeKzaKloge.

l—o00

Siten
1
C > lim (IR, = §Klog e.

=00

Osoitetaan sitten toiseksi, ettd C' < 2K loge. Olkoon siis ([27"], T, )-koo-
deille (Cr,, gr,) voimassa T}, — 0o, AT") — 0, kun n — oco. Osoitetaan, etti
téllsin R < 1K loge. Olkoon M, = [2%"]. Tarkastellaan kiinteéitd n € N;
ja merkitdan

Bj=g5.(5) = {y € R | gr.(y) = j},
j=1,...,M,. Siis B; koostuu niistd y € R*, jotka dekoodataan j:ksi. Py-
rimme seuraavassa approksimoimaan jatkuva-aikaista kanavaa diskreettiai-

kaisella kanavalla.
Olkoon z(j) € R* viestin j koodisana ja
Yi=x(j)+ 2
tuloste, kun syéte on z(j), j =1,..., M,.
Mittateorian tuloksista seuraa (esimerkiksi Halmos: Measure Theory, s. 56),
ettd kaikilla ¢ > 0 on olemassa n; € N, ja B;-nj C R™ siten, ettd jos B =

B}nj x R niin
P{Y; € B;AB}} <=,
j=1,...,M,. Téssi B; A B} on joukkojen Bj; ja B} symmetrinen erotus,
BjAB; = (B; \ B}) U(B;\ Bj)
(kuva 8.6). Joukko B} on nj-ulotteinen sylinteri, jonka pohja on B;-nj,

Bj =B}, xR*®={ze€R*|(x1,...,2,,) € B}, } (8.19)
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B,AB;

Kuva 8.6: Joukkojen B; ja B;. symmetrinen erotus B; A B;..

|
|
. . /
o . B,

R2

Kuva 8.7: Kaavan (8.19) nj-ulotteinen sylinteri, jonka pohja on B,

(kuva 8.7).
Otetaan nyt € = ’\2(%:), jolloin siis
, )\(Tn)
P{Y; € B;AB;} < TR (8.20)
j=1,..., M,. Korvataan sitten joukot B’ pistevierailla joukoilla
4, =B\ B
ki
M,
Joukot A; ovat myds dérellisulotteisia sylintereitd. Koska halutaan, ettd |J A; =
j=1
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R, vaihdetaan vield joukoksi A;
M,
R\ | J 45,
j=2
joka on myos darellisulotteinen sylinteri. Merkitdan tata edelleen Aq:1l4.

Nyt

P{Y; € 4} = P{v; € B} ~P{v; e B;n (| Bi) }
ki
>P{Y; € Bj} - Y P{Y; € B;n B;}.
k#j
Koska B} D B; \ (B; A B}), saadaan edelleen

P{Y; € A;} > P{Y; € B;} —P{Y; € B;AB}} = Y P{Y; € BjN B}
Py
A(Tw) , .
TN > P{Y; € BN B;}.
kit

(8.20)
> P{Y; € Bj} -
On helppo niéhda, etté
BN By, C (B; AB))U(B,ABy),

kun j # k. Siten kaavan (8.20) nojalla

)\(Tn) )\(Tn)
PY; € Aj} 2 P{Y; € By} = oy = (Mo = )77
Téassé
AT AT 1 M,—1 2M,, — 1
— — (M, —1 = _\(T») n — _\Tw) |22 2
oM, ( ) M, [2Mn LA ] oM,
1
a2
Siten
P{Y; € A;} > P{Y] € B;} — A7)
=1-P{Y; ¢ B;} -\ (8.21)

> 1 — 2\,
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Valitaan nyt sellainen m € N, ettd jokaisen sylinterin A; pohja A;,, C R™.
(Esimerkiksi sylinterien [0, 1] x R> = ([0, 1] x R) x R* ja [1,2] x [3,4] x R>®
pohjiksi voidaan ottaa [0, 1] x R C R? ja [1, 2] x [3,4] C R?; téssi siis m = 2.)

Tarkastellaan sitten diskreetti-aikaista Gaussin kanavaa kohinavarianssilla
N =1 ja tehorajalla P = % Olkoon

j=1,..., M,, missd z1(j),...,zn(j) ovat koodisanan z(j) € R* m ensim-

méistd komponenttia. Silloin

1 N PR w1 e 1
IO = 53 a0 < 53 ) = RO <

tehorajoituksen (8.17) nojalla. Siten vektorit 2™ (7) kelpaavat tdmén diskreet-
tiaikaisen kanavan koodisanoiksi.
Maaritelladn kanavan dekooderi g : R™ — {1,..., M, } kaavalla

9(y™) = J, kun y™ € Ajm,

missé = (Y1,---,Ym) € a A;, on sylinterin A; pohja. Huomaa,
isséd y" Yy y R™ ja A; ylinterin A; pohja. H
M,

ettd R™ = |J Aj,, ja joukot Aj,, ovat pistevieraita, joten g on siis hyvin
j=1

médritelty.

Téssd kanavassa viestidi j vastaava tuloste on Y™ = z™(j) + Z™, missé

Zm = (Z3,...,7%) ~N(0, I,,). Siten
(8.21)
P{Y" € Ajn} =P{Y; € A;} > 1-2)T),
joten viestin j virhetodennékoisyydelle saadaan

P{Y]" & Aj} =1 P{Y]" € A} <1 (1-22T) = 22T,

Lauseen 7.2 todistuksen tapaan saadaan sitten

KT,
RTn§1+RTn-2>\(T”)+%log (1+ )
m
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joten

1 m KT
R< — 4+2R\T) 4 — oo [ 1 n) .
S PR g log (14 0

Mutta m voidaan valita mielivaltaisen suureksi ja, kuten edellé,

m— o0

KT,
lim mlog <1+ ) = KT, loge.
m
Siten
R< L pomm s Lgr loge = L opa@ 1Kloge
- T, 2T, " T, 2 '

Mutta T, = oo ja A™») — 0, kun n — oo, joten téiytyy olla R < %Klog e.
Siten C' < %Klog e. O
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